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摘　要：为了准确计算小角度交错轴渐开线变厚齿轮啮合过程中的齿根弯曲应力，采用空间齿

轮啮合原理和有限单元法，分别建立了渐开线变厚齿轮齿面模型及空间小角度交错轴渐开线变厚

齿轮啮合模型，提出了基于齿根及过渡圆弧精确建模的渐开线小角度交错轴变厚齿轮副齿根弯曲

应力数值计算方法，对其齿根弯曲应力进行了分析，研究了关键设计参数顶隙系数、扭矩载荷、中心

距误差、轴交角误差、小齿轮轴向误差以及大齿轮轴向误差对齿根弯曲应力的影响。结果表明，顶

隙系数的增加使得齿根最大弯曲应力减小；轻载下齿宽方向的齿根应力分布较为平坦，重载下齿宽

方向的齿根应力呈明显的抛物线状；轴交角误差和中心距误差的存在使得最大齿根弯曲应力增大，

最大弯曲应力的位置随误差的正负而分别向轮齿的两端偏移，大小齿轮轴向位置误差对轮齿弯曲

应力影响较小。
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　　轮齿啮合过程中，由于齿根处应力过大以及齿

根受交变应力作用引起的疲劳裂纹是轮齿弯曲折断

破坏的主要原因之一，因此准确计算啮合过程中齿

根弯曲应力的大小及分布显得尤为重要。交错轴变

厚齿轮传动理论上可以在任意角度间进行运动及动

力传递，然而由于渐开线变厚齿轮不同的端截面上

具有不同的变位系数及齿根厚度，且配对变厚齿轮

也具有不同的螺旋角及节锥角，因此传统的以悬臂

梁理论为基础的材料力学法以及以保角映射理论为

基础的弹性力学齿根应力计算方法均存在较大的计

算误差。

目前国内外学者对于渐开线变厚齿轮传动进行

了一定的研究。Ｔｓａｉ
［１］、Ｉｎｎｏｃｅｎｔｉ

［２］、Ｃｈｒｉｓｔｏｐｈｅｒ
［３］

以及国内的吴序堂［４］、李瑰贤［５］、朱才朝等［６１０］对变

厚齿轮传动的齿面创成、几何设计、加工方法及啮合

特性等方面进行了大量的研究。在渐开线变厚齿轮

齿根应力分析研究方面，Ｔｓａｉ等
［１１］对平行轴直齿变

厚齿轮齿根应力的分布特性进行了研究并与实验测

试结果进行了对比，钱学毅等［１２］对典型平行轴直齿

变厚齿轮在交变载荷作用下的齿根弯曲应力进行了

研究。综上所述，目前传统理论对变厚齿轮传动齿

根弯曲应力的求解计算繁琐，精度低，且研究主要局

限于啮合接触形式仍为理论线啮合的平行轴直齿变

厚齿轮，而对于渐开线斜齿变厚齿轮，尤其是理论啮

合形式为点啮合的空间交错轴渐开线变厚齿轮传动

齿根弯曲应力方面的研究，尚未见相关报道。

笔者基于空间齿轮啮合原理，对渐开线变厚齿

轮齿根及过渡圆弧进行精确建模，采用有限元数值

计算方法对轮齿啮合过程中齿根应力的分布规律展

开研究，分析了齿根关键设计参数、载荷变化以及典

型安装误差对齿根弯曲应力分布的影响规律。

１　基于准确建模的变厚齿轮齿根模型

基于Ｍｅｒｒｉｔｔ的展成思想，对于滚齿加工变厚齿

轮过程可以理解为假想齿条刀具的创成过程。图１

所示为犛ｎ（狓ｎ，狔ｎ，狕ｎ）坐标系下齿条刀具法向截面简

图，αｎ为齿条刀具齿形角，犘ｎ 为齿轮径节，狆为齿轮

周节，犮为顶隙系数，ρ为齿条刀具圆角半径。刀具

直线段犕０犕１ 和圆弧段犕１犕２ 分别对应加工齿轮的

齿根段和过渡圆弧，直接影响齿轮根部几何尺寸

参数。

图１　齿条刀具法向截面

建立齿条刀具坐标系如图２所示，其中犢犘－犣犘

为齿条刀具的节面。为了模拟变厚齿轮滚削过程，

齿条刀具节面与坐标平面犢犮－犣犮 间倾斜角γ为节

锥角，β为齿线倾斜角。对于齿根与过渡圆弧段，由

齿面几何参数定义有

犲＝
犿ｎπ
４
－犿ｎｔａｎαｎ－

犮犿ｎｃｏｓαｎ
１－ｓｉｎαｎ

， （１）

式中犿ｎ为齿轮法向模数。

当犲＝０时齿轮齿根段全部由过渡圆弧段代替，

则有

犮ｍａｘ＝
犿ｎπ
２
－２犿ｎｔａｎα（ ）ｎ （１－ｓｉｎαｎ）２犿ｎｃｏｓαｎ

。 （２）

图２　齿条刀具坐标系犛狌、犛犘、犛犮

　　在坐标系犛犮（犡犮，犢犮，犣犮）中刀具齿面可以通过

下列坐标变换得到

犚犮 ＝犕犮狆犕狆狌犚狌， （３）

式中：犚犮、犚狌 分别为齿条刀具齿面在犛犮和犛狌 的位置

向量，犕狆狌和犕犮狆分别为坐标系犛狆 到犛狌 和犛犮 到犛狆

的坐标变换矩阵。

齿条刀具加工过程中，齿轮齿形犚是齿条刀具

齿形族犚犮的包络加工成的，该包络表示在被加工齿

２ 重 庆 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第３７卷



 http://qks.cqu.edu.cn

轮刚性固连的坐标系犛１（犡１，犢１，犣１）中，如图３所示

为齿条刀具到被加工变厚齿轮间的坐标变换关系。

图３　齿条刀具到变厚齿轮坐标系关系

其中犛犫（犡犫，犢犫，犣犫）为固定坐标系，犛１（犡１，犢１，

犣１）为变厚齿轮所在坐标系，狉为齿轮参考节圆半

径，齿轮旋转角速度为ω，齿条刀具速度为狏＝ω·狉，

φ为变厚齿轮在加工过程中转过的角度。则有被加

工变厚齿轮齿面位置向量与单位法向量为

犚＝犕１犮犚犮， （４）

狀＝犔１犮狀犮， （５）

式中：犕１犮为坐标系犛１ 到犛犮 的坐标变换矩阵；犔１犮为

坐标系犛１ 到犛犮 的方向余弦变换矩阵；狀犮 为坐标系

犛犮下刀具齿面的方向余弦；狀为坐标系犛１ 下变厚齿

轮齿面的方向余弦。

基于空间啮合原理，得到齿轮加工啮合方程为

φ＝ （狀狓犮狔犮－狀狔犮狓犮）／狀狓犮狉， （６）

式中：狀狓犮、狀狔犮为坐标系犛犮 下接触点沿狓、狔方向余

弦；狓犮、狔犮为坐标系犛犮下接触点位置坐标。

联立式（４）与式（６），则可以得到加工后的变厚

齿轮齿面方程。编制 Ｍａｔｌａｂ计算程序得到渐开线

变厚齿轮齿面位置坐标及法向量，得到齿面点云数

据，经过三维逆向得到不同顶隙系数下准确的变厚

齿轮齿面模型，其中齿根与过渡圆弧如图４所示。

图４　渐开线变厚齿轮齿根模型

２　交错轴变厚齿轮接触有限元模型

建立考虑实际安装误差的小角度交错轴空间啮

合坐标系如图５所示，其中犛犳（狓犳，狔犳，狕犳）为全局坐

标系；犛狆（狓狆，狔狆，狕狆）与犛犵（狓犵，狔犵，狕犵）分别固连于小

齿轮与大齿轮；犗犳、犗狆 与犗犵 分别为对应坐标系的原

点；犈为中心距；δ为轴交角；犱狆 与犱犵 分别为小齿轮

与大齿轮的轴向安装距；Δ犈、Δδ、Δ犱狆 与Δ犱犵 分别为

中心距误差，轴交角误差，小齿轮轴向位置误差与大

齿轮轴向位置误差。

图５　考虑安装误差的小角度交错轴变厚齿轮实体装配模型

基于有限元法，对交错轴渐开线变厚齿轮副实体

模型进行网格离散，建立啮合齿面间的接触副，通过

耦合约束对小齿轮与大齿轮分别施加旋转位移与扭

转载荷边界，得到小角度交错轴变厚齿轮接触有限元

模型如图６所示，仿真齿轮系统参数如表１所示。

图６　小角度交错轴变厚齿轮有限元模型

表１　齿轮系统参数

项目 符号 主动轮 被动轮

法向模数／ｍｍ 犿狀 ６ ６

法向压力角／（°） α狀 ２０ ２０

齿数 犖 ２９ ４５

轴交角／（°） δ １３

齿宽／ｍｍ 犠 ５０ ６０

中心距／ｍｍ 犈 ２２９

节锥角／（°） γ ０．４ ０．２

螺旋角／（°） β ２２ －９．１１

端面变位系数 狓ｔ ０．１２ ０．１５
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续表１

项目 符号 主动轮 被动轮

端面齿型角系数 ξｔ ０．９９２３ ０．９９３２

安装距［９］／ｍｍ 犱 １４１６０．５ ４１３１４．７

３　计算结果分析

图７所示为额定载荷２０００Ｎ·ｍ，理想无安装

误差工况下大齿轮齿面不同时刻的弯曲应力分布云

图。图８所示为齿１上犃、犅、犆３个关键位置一个啮

合周期内弯曲应力变化图。从图中可以看出，交错

轴变厚齿轮弯曲应力分布呈椭圆状，明显区别于普

通渐开线直齿轮与斜齿轮的线型分布；随着轮齿的

啮合，齿根弯曲应力的分布从轮齿一端沿齿宽方向

向另外一端偏移，承受较大弯曲应力的区域的变化

呈现由小变大再变小的趋势。轮齿啮合过程中最大

齿根应力出现在犆点轮齿的中间位置。

图７　齿根弯曲应力云图分布

图８　啮合周期内不同位置齿根应力变化

图９为一个啮合周期内不同时刻沿齿宽方向分

布的弯曲应力图。从图中可以明显看出轮齿啮合过

程中，齿面的最大弯曲应力从齿面一端向中间移动。

图９　沿齿宽方向一个啮合周期内齿根弯曲应力分布

３．１　顶隙系数及载荷对齿根应力的影响

图１０所示为不同顶隙系数工况下，齿根应力分

布曲线。图１１所示为扭矩载荷对齿根应力的影响。

从计算结果可以看出，顶隙系数对齿根弯曲应

力有较大的影响，随着犮值从０．１增加到犮ｍａｘ，齿根

弯曲应力的最大值从１２０ＭＰａ减少到９０ＭＰａ，且

弯曲应力在齿宽方向上的分布更加平坦。轻载情况

下，齿根应力在齿宽方向的分布较为平坦，但随着载
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荷的增加，轮齿整体齿根应力水平增加明显，且轮齿

中间位置的应力值逐渐高于轮齿两端的应力值，分

布曲线呈抛物线状。

图１０　顶隙系数对齿根应力的影响

图１１　外部载荷对齿根应力的影响

３．２　安装误差对齿根应力的影响

图１２～１５为安装误差对轮齿齿根应力的影响。

从图中可以看出，±０．５ｍｍ的中心距安装误差对齿

宽方向最大齿根应力的分布产生了一定影响，使得

最大弯曲应力值有所增加，且正负中心距安装误差

的存在使得最大弯曲应力的位置分别向轮齿两端发

生偏移。±０．１°轴交角误差的存在对齿根弯曲应力

分布产生了较大的影响，轴交角正负误差的存在使

得齿宽方向最大齿根应力值从９０ＭＰａ增加到了

１５０ＭＰａ，且最大弯曲应力的分布位置沿齿宽方向

向轮齿两端发生了较大的偏移。±２ｍｍ的小齿轮

轴向位置误差与大齿轮轴向位置误差的存在对齿跟

应力的分布并影响较小，与中心距误差和轴交角误

差的影响比较，轴向位置误差的影响基本可以

忽略。

图１２　中心距误差对齿根应力的影响

图１３　轴交角误差对齿根应力的影响

图１４　小齿轮轴向位置误差对齿根应力的影响

图１５　大齿轮轴向位置误差对齿根应力的影响
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４　结　论

采用空间齿轮加工原理及有限单元法，提出了

基于齿根及过渡圆弧精确建模的渐开线交错轴变厚

齿轮齿根弯曲应力数值计算方法，对轮齿啮合过程

中，齿根应力的分布规律展开研究得到如下结论：

１）交错轴渐开线变厚齿轮齿跟应力呈明显区别

于普通渐开线直齿轮的椭圆状分布，且啮合过程中，

最大齿根弯曲应力从轮齿一端沿齿宽方向向另外一

端偏移。

２）随着顶隙系数的增加，齿根最大弯曲应力减

小；轻载下齿宽方向的齿根应力分布较为平坦，重载

下齿宽方向的齿根应力呈明显的抛物线状，最大齿

根应力分布于轮齿中间部位。

３）轴交角误差和中心距误差的存在使得最大齿

根弯曲应力增大，最大弯曲应力的位置随误差的正

负而分别向轮齿的两端偏移，大小齿轮轴向位置误

差对轮齿弯曲应力影响较小。
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