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摘　要：面齿轮轮齿刚度是面齿轮传动啮合刚度的基本组成，其计算方法的解决可为面齿轮啮

合刚度以及后续动力学分析奠定必要的理论基础。基于Ｂｕｃｋｉｎｇｈａｍ的观点，将面齿轮齿形看作是

由沿齿长方向一系列变压力角的齿条组成，得到沿轴向和径向都为变截面的面齿轮简化齿形，获得

了面齿轮轮齿啮合变形的计算公式，求解出了面齿轮轮齿刚度；并通过与有限元法进行对比分析，

验证了面齿轮轮齿刚度计算方法的可行性；分析了面齿轮模数、压力角以及齿宽对其轮齿刚度的影

响。结果表明：面齿轮模数越大，其轮齿刚度沿齿根到齿顶的变化率越小；面齿轮压力角越大，其轮

齿刚度越大，但沿齿根到齿顶的变化率基本不变；面齿轮齿宽越大，其轮齿刚度越大，且沿齿根到齿

顶的变化率较之压力角的影响大。
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　　面齿轮传动是圆柱齿轮与面齿轮相啮合的齿轮

传动，具有重合度大，无需防错位设计，与面齿轮啮

合的直齿圆柱齿轮无轴向力，传递动力性能优越等

优点［１３］。据波音公司报道，采用面齿轮作为主减速
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器第一级齿轮传动的阿帕奇ＢｌｏｃｋⅢ型直升机已于

２００９年１１月２３日首飞成功
［４］。在面齿轮传动中，

由啮合刚度引起的内部激励是其传动的主要动态激

励之一，且其啮合刚度是由啮合过程中的圆柱齿轮

和面齿轮的轮齿刚度决定，因此需要对面齿轮轮齿

刚度的计算方法开展研究。

圆柱和圆锥齿轮啮合刚度的计算方法从２０世

纪就开始研究［５６］，特别是圆柱齿轮的啮合刚度，其

理论计算方法已趋于成熟；Ｙｅｓｉｌｙｕｒｔ等
［７］对圆柱齿

轮的单齿啮合刚度的理论计算方法进行了研究；林

腾蛟等［８］采用ＡＮＳＹＳ软件对弧齿锥齿轮的啮合刚

度进行了分析，但尚未形成其解析计算方法。对于

面齿轮传动啮合刚度而言，虽然其圆柱齿轮轮齿刚

度的计算可参考现有成熟理论，但面齿轮轮齿刚度

的计算方法并不多见。杨振等［９］在分析面齿轮传动

系统参数激励振动特性时，对于面齿轮啮合刚度的

处理只是停留在圆柱齿轮轮齿刚度计算方法的基础

上；林腾蛟等［１０］在研究正交面齿轮传动非线性振动

特性时，仅仅分析了面齿轮副综合啮合刚度的函数

形式，并未明确面齿轮轮齿刚度的具体求解方法。

目前，面齿轮轮齿刚度的求解仍多采用有限元法计

算，分析效率低。因此，笔者对面齿轮轮齿刚度的解

析计算方法进行研究，寻求一种高效的面齿轮轮齿

刚度计算方法。

１　面齿轮齿形分析

基于Ｂｕｃｋｉｎｇｈａｍ的观点
［１１］：面齿轮齿形可以

看作是沿齿长方向一系列变压力角的齿条组成，如

图１（ａ）所示；其沿齿长方向上某一截面的齿形分

析，如图１（ｂ）所示。

图１　面齿轮齿形及齿形分析图

根据图１（ｂ）中的几何关系，可求出面齿轮啮合

半径狉２ 处的齿厚
［１１］为

狋＝２狉１［（犜／２犚１）＋ｉｎ狏１－ｉｎ狏］， （１）

式中：狉１ 为渐开线直齿轮啮合半径；犜为渐开线直齿

轮在分度圆处的齿槽宽，其值为

犜＝π犿／２，

其中：犿为模数；犚１ 为渐开线直齿轮分度圆半径；

为渐开线直齿轮压力角；１ 为节点压力角，其值为

１ ＝ａｒｃｃｏｓ（犚ｂ／狉１）

其中犚ｂ为渐开线直齿轮基圆半径。

齿条的齿顶高为

犺ａ＝狉１－犚ｒ－犮， （２）

式中：犚ｒ 为渐开线直齿轮齿根圆半径；犮为齿顶

间隙。

齿条的齿根高犺犳 为

犺犳 ＝犚狅犮－狉１， （３）

式中犚狅犮为渐开线直齿轮齿顶圆半径。

根据上述面齿轮齿形分析方法，以表１所列面

齿轮参数在 ｍａｔｌａｂ中绘制无过渡圆弧的面齿轮单

齿模型，如图２所示。

表１　面齿轮传动的齿轮副主要几何设计参数

面齿轮副
模数

犿／ｍｍ

齿数

狕

压力角

α／（°）

齿宽

犫／ｍｍ

轴交角

γ／（°）

圆柱齿轮 ４ ２５ ２０ １５

面齿轮 ４ ５０ ２０ １４
９０

图２　面齿轮单齿模型仿真图

２　面齿轮轮齿刚度计算方法及可行性

分析

　　基于面齿轮的复杂齿形，在求解面齿轮轮齿刚度

时需要对面齿轮齿形进行合理简化。根据仿真图２，

可将面齿轮齿形简化成由一系列沿齿高方向变化的

梯形截面组成，如图３所示。

根据图３中面齿轮齿形的简化形式，其轮齿刚

度的解析法求解思想仍然基于圆柱齿轮轮齿刚度的

当量齿轮解析分析方法，即面齿轮的轮齿综合弹性

变形包括轮齿的弯曲变形、剪切变形、接触变形以及

由齿根基础弹性倾斜引起的附加变形［１２１４］。分析
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中，先通过求解轮齿各单一变形后，再将其相加，得

出面齿轮轮齿在单位载荷作用下接触点处的总变形

量为

δｆ＝δ１＋δ２＋δ３＋δ４， （４）

式中：δ１ 为弯曲变形；δ２ 为剪切变形；δ３ 为轮齿接触

变形；δ４ 为齿根基础弹性倾斜引起的附加变形。

图３　面齿轮单齿模型简化示意图

根据刚度和变形量 柔度的关系可知，面齿轮在

接触点处的轮齿刚度

犽ｆ＝１／δｆ。 （５）

２．１　面齿轮轮齿的弯曲变形和剪切变形

面齿轮轮齿的弯曲变形和剪切变形分析中，将

在接触范围内的轮齿分成若干小段犻，并把小段犻看

成一个悬臂梁，如图４（ａ）所示；每个小段犻沿齿长方

向的截面可看作是随面齿轮齿高方向变化的梯形截

面，如图４（ｂ）所示。

图４　面齿轮轮齿简化成的悬臂梁模型

根据截面上切应力的分布规律作以下２个

假设［１５］：

１）横截面上各点切应力的方向都平行于剪应力

的方向；

２）切应力沿截面宽度均匀分布。

根据上述假设，面齿轮轮齿在接触点处的弯曲

变形和剪切变形可通过对各小段的变形量求和

获得。

面齿轮轮齿在接触点处弯曲变形包括单位长度

载荷作用在小段犻上产生的弯矩变形和横向变形。

根据图４（ａ）所示，取小段犻的厚度为狋犻，截面面

积为犃犻，截面模量为犐犻；小段犻至载荷作用点沿狓方

向的距离为犺，载荷作用点处的半齿厚为狔犻，齿根处

的半齿厚为狔ｍ；泊松比为狏，弹性模量为犈；面齿轮

齿宽为犫；载荷与狔轴间的夹角为β犼；则单位长度载

荷犉犼作用在小段犻上的弯矩变形为

δ１１ ＝
犉犼（犺犻ｃｏｓβ犼－狔犼ｓｉｎβ犼）

２犈犐犻
（狋２犻 ＋２狋犻犺犻），（６）

式中 ＝２犐犻犐犻＋１／（犐犻＋犐犻＋１）。

由犉犼对小段犻产生的横向变形为

δ１２ ＝
犉犼ｃｏｓβ犼

６犈犐犻
（２狋３犻 ＋３狋

２
犻犺犻）， （７）

因此，单位载荷作用下小段犻的弯曲变形为

δｂ犻 ＝δ１１＋δ１２。 （８）

由犉犼对小段犻产生的剪切变形为

δｓ犻 ＝
２．４犉犼狋犻（１－狏）ｃｏｓβ犼

犈犃犻
， （９）

式中犃犻＝２犃犻犃犻＋１／（犃犻＋犃犻＋１）。

根据图４（ｂ）可知，由于各小段的截面均是随面齿

轮齿高位置变化的梯形截面，因此其截面模量犐犻为

犐犻＝
犫（犛４ｎ＋犛

４
ｗ）

４８狘犛ｎ－犛ｗ狘
， （１０）

截面面积为

犃犻＝犫（犛ｎ＋犛ｗ）／２， （１１）

式中沿齿高方向任意高度犺处的犛ｎ、犛ｗ 可采用图５

所示模型计算。

图５　犛狀、犛狑 的计算模型

根据图５可知，利用梯形犃犅犆犇可求得

犛狀 ＝犱１＋２（犺－犪１）ｔａｎｍｉｎ， （１２）

式中：ｍｉｎ为面齿轮内半径节线处的压力角；犱１ 为面

齿轮内半径节线处的齿厚；犪１ 为面齿轮内半径节线

位置到齿顶的距离。犱１ 和犪１ 的计算式分别为

犱１ ＝２狉１１（犜／２犚１－ｉｎ狏ｍｉｎ＋ｉｎｖ），

犪１ ＝狉１１－犚ｒ－犮，

式中狉１１为面齿轮内半径。

利用梯形犈犉犌犎 可求得
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犛ｗ ＝犱２＋２（犺－犪２）ｔａｎｍａｘ， （１３）

式中：ｍａｘ为面齿轮外半径节线处的压力角；犱２ 为面

齿轮外半径节线处的齿厚；犪２ 为面齿轮外半径节线

位置到齿顶的距离。犱２ 和犪２ 的计算式分别为：

犱２ ＝２狉１２（犜／２犚１－ｉｎ狏ｍａｘ＋ｉｎ狏），

犪２ ＝狉１２－犚ｒ－犮，

式中狉１２为面齿轮外半径。

利用式（８）～（１３），可分别求出面齿轮轮齿在载

荷作用点处沿载荷方向的弯曲变形和剪切变形，其

中弯曲变形为

δ１ ＝
狀

犻＝１

δｂ犻ｃｏｓβ犼， （１４）

剪切变形为

δ２ ＝
狀

犻＝１

δｓ犻ｃｏｓβ犼， （１５）

式中狀为小段犻的个数。

２．２　面齿轮轮齿接触变形和齿根基础弹性倾斜

引起的附加变形

　　面齿轮接触变形分析是以布希涅斯克问题的解

为基础，根据物体表面上有相同距离的点在公切面

上形成类椭圆区域的结论，得出面齿轮轮齿的接触

变形［１６］为

δ３ ＝
３犑犉犼（θｇ＋θｆ）

８πρ狓
， （１６）

式中：犑为椭圆积分系数，可通过查椭圆积分系数表

获得；ρ狓 为接触区域椭圆长半径；θｇ 和θｆ 可由式

（１７）确定，即

θ犽 ＝
４（犛２犽－１）

犈犛２犽
， （１７）

式中：犽分别为ｇ和ｆ；犛犽 为材料纵向延伸和横向压

缩比的系数；犈为材料的弹性模量。

面齿轮齿根基础弹性倾斜引起的附加 变

形［１７１８］为

δ４ ＝
犉犼ｃｏｓ

２

β犼
犈犫

５．３０６（
犔ｆ
犎ｆ
）２＋２（１－狏）

犔ｆ
犎ｆ
＋

１．５３４１＋
０．４１６７ｔａｎ２β犼
１＋狏

，

（１８）

式中：犔ｆ＝狓犼－狓ｍ－狔犼ｔａｎβ犼；犎ｆ＝２狔ｍ。

２．３　轮齿刚度解析法的可行性验证

为验证上述面齿轮轮齿刚度计算方法的可行

性，将解析法计算结果与有限元法计算结果进行对

比分析。根据表１中所列面齿轮参数，建立面齿轮

有限元分析模型，如图６所示。

利用图６中模型，将计算得到的变形量转换为

轮齿刚度并与上述面齿轮轮齿刚度解析计算方法进

行比较，如表２所示。

图６　面齿轮有限元分析模型

表２　解析法与有限元法的刚度计算比较表

接触点号
１０－８犽ｆ／（Ｎ·ｍ

－１）

解析法 有限元法

１ ５．０７９ ４．６４９

２ ４．３９８ ３．７６２

３ ３．６７２ ３．２６９

４ ３．０９９ ２．７２４

５ ２．５４７ ２．３１９

６ ２．１４０ ２．０１８

７ １．７６６ １．７１６

８ １．５２６ １．３６８

为分析面齿轮刚度解析法的可行性，定义解析

法与有限元法的相对平均偏差为

η＝
１

犖
狀

１

解析法计算值－有限元法分析值
有限元法分析值 ×

１００％ ， （１９）

式中犖 为接触点个数。

根据表２可知，解析法与有限元法的相对平均

偏差为１０．３２％。因此，上述刚度的解析计算方法

是可行的。

３　面齿轮主要设计参数对轮齿刚度的

影响分析

　　模数、压力角以及齿宽作为面齿轮的主要设计

参数，对面齿轮轮齿刚度有影响。

为研究面齿轮主要设计参数对其轮齿刚度的影

响，分析中取圆柱齿轮齿数为２５，面齿轮齿数为５０，

并以面齿轮模数、压力角和齿宽分别作为单一参数

变化进行分析。分析中面齿轮主要设计参数及其变

化，如表３所示。结果分析图中，横坐标的“０”位均

为轮齿的齿根位置。
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表３　面齿轮主要设计参数及其变化

序号 模数犿／ｍｍ 压力角α／（°） 齿宽犫／ｍｍ

１ ２．５／３／４／５ ２０ １４

２ ４ ２０／２２．５／２５／２７ １４

３ ４ ２０ １０／１２／１４／１６

根据表３中第１组参数，分析得出面齿轮模数

对其轮齿刚度的影响，如图７所示。

图７　模数对面齿轮轮齿刚度的影响

根据图７可知，面齿轮模数越大，其轮齿刚度变

化曲线的斜率越小。因此，当面齿轮模数越大时，其

轮齿刚度沿齿根到齿顶的变化率越小。

根据表３中第２组参数，分析得出面齿轮压力

角对其轮齿刚度的影响，如图８所示。

图８　压力角对面齿轮轮齿刚度的影响

根据图８可知，当面齿轮压力角越大，其轮齿刚

度越大，但沿齿根到齿顶的刚度变化率基本不变。

根据表３中第３组参数，分析得出面齿轮齿宽

对其轮齿刚度的影响，如图９所示。

根据图９可知，当面齿轮齿宽越大，其轮齿刚度

越大，且沿齿根到齿顶的刚度变化较之压力角的影

响大。

图９　齿宽对面齿轮轮齿刚度的影响

４　结　论

由于面齿轮齿形较为复杂，因此采用面齿轮当

量齿形的简化模型，推导了其轮齿刚度的计算方法，

并通过与有限元法的对比分析，验证了面齿轮轮齿

刚度解析计算方法的可行性；同时还分析了主要设

计参数对面齿轮轮齿刚度的影响，得出了相应规律；

为进一步研究面齿轮啮合刚度的计算方法和面齿轮

传动的动力学特性等奠定必要的理论基础。
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