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摘　要：针对行星齿轮减速器工作过程中传递功率的频繁变化容易导致其运动状态发生突变

的问题，探讨行星齿轮传动系统随传递功率的分岔特性。基于２ＫＨ型行星齿轮传动系统纯扭转

非线性动力学模型，采用ＣＰＮＦ（ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＰｏｉｎｃａｒéＮｅｗｔｏｎＦｌｏｑｕｅｔ）方法研究了传递功率对行星

齿轮传动系统周期运动稳定性的局部精细分岔规律，运用直接数值积分的方法绘制了系统随功率

的全局分岔图，并对两种仿真结果进行了对比。结果发现，在某些参数组合下，行星齿轮传动系统

会共存几个稳定或不稳定的周期轨道；当功率在１９６～２２０ｋＷ 范围内，随着功率值的逐渐增大，行

星齿轮传动系统的各种形态的周期轨道均是通过倍周期倒分岔的途径在相应功率分岔点处发生稳

定性突变的；在轻载工况下（传递小功率），行星齿轮非线性系统容易呈现混沌运动状态。
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行星齿轮传动具有体积小、重量轻、速比大、效率高等特点，在航空、船舶传动、汽车、起重机械及其他机

械传动中获得了越来越广泛的应用，吸引了众多专家学者的研究目光［１５］。齿轮副间存在的时变啮合刚度、

齿侧间隙等因素，决定了行星齿轮传动系统强非线性的本质［６］，文献［７１２］的研究结论也证实了行星齿轮传

动系统存在诸如运动状态的稳定性分岔、幅值跳跃等非线性动力学特征。

在工程实际中，机器的启动、停车以及工作状态的转换都会使得行星齿轮系统所传递的功率频繁变化，

因而非常有必要研究行星齿轮传动系统随传递功率的分岔特性，以揭示传递功率的变化对其运动状态稳定

性的影响规律，获得各种稳定的周期轨道与相应传递功率区间的映射关系。目前，有关行星齿轮传动系统分

岔特性方面的研究还比较少见。文献［６］采用直接数值积分法，定性研究了行星齿轮传动系统随齿侧间隙等

参数的全局分岔规律。文献［８］采用改进的ＰＮＦ方法结合Ｆｌｏｑｕｅｔ原理研究了行星齿轮传动系统的共存周

期轨道的稳定性随转速的局部精细分岔规律。而关于行星齿轮传动系统随传递功率的分岔特性研究尚未见

报道。

考虑到ＰＮＦ（ＰｏｉｎｃａｒéＮｅｗｔｏｎＦｌｏｑｕｅｔ）方法需要在每次迭代计算前单独预估迭代初始值，计算效率较

低，笔者将基于虞烈等［１３］提出的ＣＰＮＦ（ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＰｏｉｎｃａｒéＮｅｗｔｏｎＦｌｏｑｕｅｔ）方法研究传递功率对行星齿

轮传动系统周期轨道稳定性的局部精细分岔规律，并采用直接数值积分的方法绘制系统随功率的全局分岔

图，以验证仿真结果的可靠性。

图１　系统扭转非线性振动模型
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１　力学模型及振动微分方程

本文力学模型采用文献［６］中的２ＫＨ 型行星齿轮

传动系纯扭转非线性动力学模型，以下是该模型的简单

介绍。２ＫＨ型行星齿轮系统有１个太阳轮（以Ｓ表示），

犖 个行星齿轮（第犻个齿轮以ｐ犻 表示），１个行星架（以Ｃ

表示）和１个内齿圈（以Ｒ表示，固定于基础之上）组成，

各齿轮为直齿圆柱齿轮，系统的扭转振动模型如图１

所示。

图中，太阳轮、行星架、第犻个行星轮的角位移分别以

θｓ、θｃ、θｐ犻表示；太阳轮、第犻个行星轮、内齿圈的基圆半径

分别以狉ｂｓ、狉ｂｐ犻、狉ｂ狉表示；行星架半径以狉ｃ表示，其值为太

阳轮与行星轮的节圆半径之和，标准安装下亦即太阳轮

与行星轮的分度圆半径之和；太阳轮与第犻路行星轮组成

的外啮合副的啮合刚度、啮合阻尼系数、半齿侧间隙、综合啮合误差分别以犽ｓｐ犻、犮ｓｐ犻、犫ｓｐ犻、犲ｓｐ犻表示；内齿圈与第

犻路行星轮组成的内啮合副的啮合刚度、啮合阻尼系数、半齿侧间隙、静传递误差分别以犽ｒｐ犻、犮ｒｐ犻、犫ｒｐ犻、犲ｒｐ犻表

示，各齿轮的压力角均为α。

引入如下量纲一的参数Ω＝ω／ω狀，τ＝ω狀狋，ω狀＝
犽ｍｓｐ犻

犿ｅｑ１槡 ，犿ｅｑ１＝
犿ｃ犿ｓ

犿ｃ＋犿ｓ
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犿ｃ＋２犿ｓ

，犿ｓ＝
犑ｓ

狉２ｂｓ
，

犿ｐ犻＝
犑ｐ犻

狉２ｂｐ犻
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犑ｃ＋ ∑
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２
ｃ

狉２ｂｃ
，犡＝犡犫ｃ，犡

·

＝犡
·

犫ｃω狀，犡
··

＝犡
··

犫ｃω
２
狀，犫＝犫ｃ犫，犲＝犫ｃ犲。其中，犑ｓ、犑ｐ犻、犑ｃ分别为

太阳轮转动惯量、第犻个行星轮转动惯量、行星架转动惯量；犫ｃ为位移标称尺度，犡 表示相应齿轮副的啮合点

相对位移；犲表示相应齿轮副的静传递误差；ω表示齿轮的啮合频率，ω狀 表示固有频率；犽ｍｓｐ犻表示系统外啮合

副的平均啮合刚度，字母上加“－”表示相应物理量量纲一的结果。

根据刚体平面运动微分方程并结合上述量纲一的参数，容易列写行星轮系的纯扭转量纲一的振动微分

方程为
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（１）

　　方程（１）中，犳表示相应齿轮副上的间隙非线性函数；犽ｍｒｐ犻表示系统内啮合副的平均啮合刚度；犽ａｓｐ犻表示

系统外啮合副刚度波动幅值；犽ａｒｐ犻表示系统内啮合副刚度波动幅值；φｓｐ犻表示系统第犻路外啮合副刚度波动初

相位；φｒｐ犻表示系统第犻路内啮合副刚度波动初相位；犉Ｄ 为作用在太阳轮上的等效扭矩，犉Ｌ 为作用在行星架

上的等效扭矩。

２　犆犘犖犉方法

ＣＰＮＦ
［１３１４］法是将确定参数下用来判断系统周期轨道稳定性的ＰＮＦ方法与参数延续算法相结合形成的

一种计算方法。这种方法利用预测校正原理，根据上一个参数值下求得的周期轨道对下一个参数值下的迭

代初始值进行预估，很好地解决了迭代的初始值问题。该方法的另一优点是在迭代计算周期轨道的过程当

中可以同步获得周期轨道的状态转移矩阵，使周期轨道的求解与稳定性判断工作可以同步进行，因而大大提

高了周期轨道稳定性局部分岔的计算效率。

对于如下含有参数ω的狀维非线性动力系统

狌
·
＝犳（狌，ω，狋），（狌，ω，狋）∈犚×犚×犚

狀。 （２）

　　应用庞加莱映射，可以把求解该非线性动力系统周期解曲线的问题转变为求解点映射系统

狌
（犽＋１）（ω）＝犘（ω，狌

（犽）） （３）

在庞加莱截面上的不动点

狌（ω）＝犘（ω，狌（ω）） （４）

的问题，即求解非线性代数方程

犙（ω，狌）＝狌－犘（ω，狌）＝０ （５）

的解曲线问题。ＣＰＮＦ方法将该问题的求解过程分成了预测和校正两步。

２．１　预测

假设已经求得ω＝ω
犽 时周期解在庞加莱截面上的不动点狌犽，那么采用欧拉型积分公式，可以得到如下

预测公式
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狌０（犽＋１）＝狌犽－［犙′狌（ω犽，狌犽）］
－１
×犙′ω（ω犽，狌犽）×Δω＝

狌犽－［犈－犘′狌（ω犽，狌犽）］
－１
×犘′ω（ω犽，狌犽）×Δωω（犽＋１）＝

ω犽＋Δω，

烅

烄

烆

（６）

式中：犘′狌（ω犽，狌犽）＝犇犘（ω犽，狌犽）为当参数取ω＝ω犽 时Ｐｏｉｎｃａｒé映射（３）在狌犽 处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵；犘′ω（ω犽，狌犽）为

Ｐｏｉｎｃａｒé映射（３）在参数ω＝ω
犽 处的梯度向量；犘′狌（ω犽，狌犽）及犘′ω（ω犽，狌犽）可以在第犽步校正过程中获得，

狌０（犽＋１）为第（犽＋１）步校正计算的迭代初始值。

２．２　校正

第犽步校正过程实际就是利用ＰＮＦ方法求解参数ω＝ω犽 时系统周期解的牛顿迭代过程，不同的是，牛

顿迭代的初始值已经由前一步的预测过程给出，而不需要由计算者人为给定，从而大大提高了求解的成功

率，节省了计算时间。其系统第犽步周期解的迭代公式为

狌
（犻＋１）
犽 ＝狌

（犻）
犽 －［犇犘（ω犽，狌

（犻）
犽 ）－犈］

－１［犘（ω犽，狌（犻）犽
）－狌

（犻）
犽 ］， （７）

其中，犇犘（ω犽，狌
（犻）
犽 ）以及犘（ω犽，狌

（犻）
犽 ）由联立微分方程组


·

＝犇犳狌（狌，ω犽，狋）狘狌＝狌犽φ，φ∈犚
狀×狀，

狌
·
＝犳（狌，ω犽，狋），

烅
烄

烆

（８）

以（犈，狌犻犽）为初始值积分一个庞加莱映射周期犜 得到。式（８）中犇犳狌（狌，ω，狋）为非线性动力系统（２）的Ｊａｃｏｂｉ

矩阵。当利用公式（７）迭代求出满足精度要求的第犽步周期解狌犽 时，就同时得到了相应的状态传递矩阵

犇犘（ω犽，狌犽），可以用于周期解狌犽 的稳定性分析以及第（犽＋１）步的预测。

为了实现第（犽＋１）步的预测，还需要计算梯度向量犘′ω（ω犽，狌犽），可以通过如下微分方程组

ψ
·

＝犇犳狌（狌，ω，狋）ψ＋犇犳ω（狌，ω，狋），ψ ∈犚
狀，

狌
·
＝犳（狌，ω犽，狋），

烅
烄

烆

（９）

由以（０，狌犽）为初始值积分一个庞加莱映射周期犜，即可得到（犘′ω（ω犽，狌犽），犘（狌犽））。式（９）中，犇犳ω（狌，ω，狋）为非

线性动力系统（２）的关于参数ω的梯度向量。

３　行星齿轮传动系随传递功率的分岔规律

以下运用ＣＰＮＦ方法研究行星齿轮非线性系统的传递功率犘 在１９６～２２０ｋＷ 变化时，系统周期运动稳

定性的分岔特性。行星齿轮系统的基本参数如下：模数犿＝１．７５ｍｍ，压力角α＝２０°，太阳轮齿数狕ｓ＝２４，行

星轮齿数狕ｐ犻＝３９，内齿圈齿数狕ｒ＝１０６，标称尺度犫ｃ＝１０μｍ，行星轮个数犖＝３，内外啮合副齿侧间隙犫ｓｐ犻＝

犫ｒｐ犻＝５０μｍ，量纲一的转速Ω＝０．９５８６。

ＣＰＮＦ方法在进行校正时，涉及到计算非线性动力系统（１）对应状态方程的Ｊａｃｏｂｉ矩阵犇犳狌（狌，ω，狋）。

考虑到纯扭转非线性动力学模型的非光滑性，Ｊａｃｏｂｉ矩阵犇犳狌（狌，ω，狋）采用有限差分形式近似代替
［１４］。

图２　犘＝２２０犽犠时稳定的周期一轨道

犉犻犵．２　犛狋犪犫犾犲狆犺犪狊犲狋犺犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳犘１

狑犺犲狀犘＝２２０犽犠

３．１　周期一轨道随功率的稳定性分岔

当传递功率犘＝２２０ｋＷ时，经ＰＮＦ方法计算，只获得了一个稳定

的周期一不动点 Ｐ１（０．９９３２１８５，－２．６４７６８１１，５．４０１０１１１，

－１．９３３８６０６），其轨道相图如图２所示。

由此考虑在小于犘＝２２０ｋＷ 的某段功率区间内，系统的运动可

能以周期一轨道的形态稳定运行，为了确定周期一轨道保持稳定的功

率范围以及具体的失稳分岔点功率值，以下通过ＣＰＮＦ方法计算了周

期一轨道的Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的最大模随功率犘 的变化曲线，如图３所示。

从图３中可以看到，在犘 为２１１～２２０ｋＷ 范围内，周期一轨道的

Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的最大模小于１，即运动状态能够保持稳定；在 犘 为

１９６～２１１ｋＷ范围内，Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的最大模大于１，即周期一运动依然存在，但已经发生了Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义
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下的失稳［１５］，变成不稳定的运动形态。由此可确定，周期一轨道稳定性的分岔功率为犘＝２１１ｋＷ。

为了确定周期一轨道的稳定性在犘＝２１１ｋＷ处具体的分岔途径，笔者模拟了在功率犘＝２１１ｋＷ 前后，

周期一轨道具有最大模的Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子穿出复数域上单位圆的途径，如图４所示，图中箭头方向指示了当传

递功率由大变小时，周期一轨道Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的变化走向。显然，Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子是由实轴负半轴穿出单位圆

的，根据周期轨道分岔理论［１５］，当传递功率由大变小经过分岔点功率犘＝２１１ｋＷ 时，周期一轨道会发生倍

周期分岔而失稳裂变成周期二轨道。

图３　周期一轨道最大犉犾狅狇狌犲狋乘子模

随功率的变化曲线

犉犻犵．３　犜犺犲犮犺犪狀犵犻狀犵犮狌狉狏犲狅犳犘１犉犾狅狇狌犲狋

犿狌犾狋犻狆犾犻犲狉狑犻狋犺狆狅狑犲狉

图４　周期一轨道犉犾狅狇狌犲狋乘子随功率

穿出单位圆的途径

犉犻犵．４　犜犺犲狑犪狔犪犮狉狅狊狊狋犺犲狌狀犻狋犮犻狉犮犾犲狅犳犘１

犉犾狅狇狌犲狋犿狌犾狋犻狆犾犻犲狉

３．２　周期二轨道随功率的稳定性分岔

由以上周期一运动的稳定性分岔分析可知，在小于２１１ｋＷ 的某个功率区间内，系统的运动将会以稳定

的周期二轨道的形态存在。

当传递功率犘＝２１１ｋＷ时，经ＰＮＦ方法计算，获得了一个不稳定的周期一不动点Ｐ１（１．１２２２６３３８９０５，

－２．６８１５８６５３９８９，５．４６２９４５８０２４２５，－１．９０３１８８６６０６１）和一个稳定的周期二不动点Ｐ２（０．９５６３７３４１９３３，

－２．７２４３８００７６７１，４．６６４３５６１３４６４，－１．９５３５９５７３０２７），其周期轨道相图分别如图５和图６所示。

图５　犘＝２１１犽犠时不稳定的周期一轨道

犉犻犵．５　犝狀狊狋犪犫犾犲狆犺犪狊犲狋犺犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳犘１狑犺犲狀犘＝２１１犽犠

图６　犘＝２１１犽犠时稳定的周期二轨道

犉犻犵．６　犛狋犪犫犾犲狆犺犪狊犲狋犺犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳犘２狑犺犲狀犘＝２１１犽犠

以上计算结果验证了ＣＰＮＦ方法关于周期一轨道在犘＝２１１ｋＷ 处发生倍周期分岔的预测。为了确定

周期二轨道保持稳定状态的功率范围以及具体的失稳分岔点功率值，通过ＣＰＮＦ方法计算的周期二运动的

Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的最大模随功率犘 的变化曲线如图７所示。

从图７中可以看到，在犘 为２０５．８～２１１ｋＷ 范围内，周期二轨道的最大Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子模小于１，即运动状

态能够保持稳定；在犘 为１９６～２０５．８ｋＷ范围内，最大Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子模大于１，即周期二运动依然存在，但已

经发生了Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义下的失稳
［９］，变成了不稳定的运动形态。由此可以确定，周期二轨道稳定性的分岔

功率为犘＝２０５．８ｋＷ。

为了确定周期二轨道稳定性在犘＝２０５．８ｋＷ 时具体的分岔途径，笔者模拟了功率由大变小经过犘＝

２０５．８ｋＷ时，周期二轨道具有最大模的Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子穿出复数域上单位圆的途径，如图８所示。显然，
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Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子是由实轴负半轴穿出单位圆的，根据周期轨道分岔理论
［１５］，当传递功率由大变小经过分岔点功

率犘＝２０５．８ｋＷ时，周期二轨道会发生倍周期分岔而失稳裂变成周期四轨道。

图７　周期二轨道最大犉犾狅狇狌犲狋乘子模随功率的变化曲线

犉犻犵．７　犜犺犲犮犺犪狀犵犻狀犵犮狌狉狏犲狅犳犘２犉犾狅狇狌犲狋犿狌犾狋犻狆犾犻犲狉狑犻狋犺狆狅狑犲狉

图８　周期二轨道犉犾狅狇狌犲狋乘子随功率穿出单位圆的途径

犉犻犵．８　犜犺犲狑犪狔犪犮狉狅狊狊狋犺犲狌狀犻狋犮犻狉犮犾犲狅犳犘２犉犾狅狇狌犲狋犿狌犾狋犻狆犾犻犲狉

３．３　周期四轨道随功率的稳定性分岔

由以上周期二运动的稳定性分岔分析可知，在小于２０５．８ｋＷ 的某个功率范围内，系统的运动将会以稳

定的周期四轨道的形态存在。

当传递功率为２０５．８ｋＷ时，经ＰＮＦ方法计算，获得了一个不稳定的周期一不动点Ｐ１（１．２４６６０７３７７３２９，

－２．７０７４２９５７１５６３，５．５２３８８２４８９１３２，－１．８６７４２２４７１８０９）、一个不稳定的周期二不动点Ｐ２（２．０９８５６６３０５０６５，

－２．７３４１３８５４１７９６，８．３１１１９１１６３２２３，－１．３２３０７６１８４７０７）和一个稳定的周期四不动点Ｐ４（２．７９７０５３９５４０，

－２．６０６８５２９６８２５，８．５７２７６１３６８４３２６，－１．５８７０８２０９５９８），其周期轨道相图分别如图９～１１所示。

以上计算结果验证了ＣＰＮＦ方法关于周期二轨道在犘＝２０５．８ｋＷ 处发生倍周期分岔的预测。为了确

定周期四轨道保持稳定的功率范围以及具体的失稳分岔点功率，以下通过ＣＰＮＦ方法计算了周期四轨道的

Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的最大模随功率犘 的变化曲线，如图１２所示。

图９　犘＝２０５．８犽犠时不稳定的周期一轨道相图

犉犻犵．９　犝狀狊狋犪犫犾犲狆犺犪狊犲狋犺犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳犘１狑犺犲狀犘＝２０５．８犽犠

图１０　犘＝２０５．８犽犠时稳定的周期二轨道相图

犉犻犵．１０　犝狀狊狋犪犫犾犲狆犺犪狊犲狋犺犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳犘２狑犺犲狀犘＝２０５．８犽犠

图１１　犘＝２０５．８犽犠时不稳定的周期四轨道相图

犉犻犵．１１　犛狋犪犫犾犲狆犺犪狊犲狋犺犪犼犲犮狋狅狉狔狅犳犘４狑犺犲狀犘＝２０５．８犽犠

图１２　周期四轨道最大犉犾狅狇狌犲狋乘子模随功率的变化曲线

犉犻犵．１２　犜犺犲犮犺犪狀犵犻狀犵犮狌狉狏犲狅犳犘４犉犾狅狇狌犲狋犿狌犾狋犻狆犾犻犲狉狑犻狋犺狆狅狑犲狉
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从图１２中可以看到，在１９６．８～２０５．８ｋＷ范围内，周期四轨道Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的最大模小于１，即运动状态

能够保持稳定；在１９６．０～１９６．８ｋＷ范围内，Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子的最大模大于１，即周期四轨道依然存在，但已经发

生了Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义下的失稳
［１５］，变成不稳定的运动形态。由此可确定，周期四轨道稳定性的分岔功率为

犘＝１９６．８ｋＷ。

图１３　周期四轨道犉犾狅狇狌犲狋乘子随功率

穿出单位圆的途径

犉犻犵．１３　犜犺犲狑犪狔犪犮狉狅狊狊狋犺犲狌狀犻狋犮犻狉犮犾犲狅犳

犘４犉犾狅狇狌犲狋犿狌犾狋犻狆犾犻犲狉

为了确定周期四轨道稳定性在犘＝１９６．８ｋＷ 时具体的分岔途

径，笔者模拟了功率由大变小经过犘＝１９６．８ｋＷ 时，周期四轨道具

有最大模的Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子穿出复数域上单位圆的途径，如图１３所

示。显而易见，Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子是由实轴负半轴穿出单位圆的，也就是

说随着功率的由大变小，周期四轨道在犘＝１９６．８ｋＷ 处会发生倍

周期分岔而失稳裂变成周期八轨道［１５］。

３．４　传递功率为１９６．０犽犠时系统的共存周期轨道及其稳定性

当传递功率为１９６．０ｋＷ时，采用ＰＮＦ方法计算获得了如下４

个共存的周期不动点：

Ｐ１（１．３２６９６９５６，－２．７２０４６５９，５．５６３５８３４，－１．８４０６８５９）；

Ｐ２（２．４７８６０２０２，－２．７７９４５５９，８．８９８１００５，－０．９９４２１５５）；

Ｐ４（－０．００７５６０１０，－２．３６１３６９９，２．４７０７６５６，－１．８１６７０８５）；

Ｐ８（３．３１３３８９７２，－２．６２９３７１０，８．８１９３５６８，－１．６９８０３６１）。

同时得到了以上各周期不动点的状态转移矩阵犘１、犘２、犘４、犘８。

犘１＝

－０．５８０１ －２．３６１１ －０．００４９ ０．３８８２

０．４２８３ ０．５６１７ －０．１４２２ －０．２５８８

０．２８４２ ０．６２６８ －０．９３１９ －２．４４８１

０．１８５０ ０．７７２０ －０．０８８５ －０．８４３３

熿

燀

燄

燅

，

犘２＝

－０．６３８３ －２．５０６３ －０．００１３ ０．４０４４

０．３８５７ ０．４５３６ －０．１３５１ －０．２３５３

０．２５０３ ０．５４９０ －０．９３７０ －２．４５９４

０．２０３６ ０．８５８２ －０．１４００ －０．９９２５

熿

燀

燄

燅

，

犘４＝

１．１１４０ －１．６７８５ －０．５９１１ ２．５０４６

０．０１２５ ０．４７２４ ０．０２９１ －０．４８７８

－１．２３８８ １．４６６０ ０．４７１４ －２．４１６０

－１．５７５５ ２．１９１９ ０．７２４２ －３．４５９８

熿

燀

燄

燅

，

犘８＝

－０．０７１０ －０．２６５３ －０．０４３４ ０．２６５８

０．２２５１ －０．４０４８ －０．０１４４ ０．５５１８

－０．００７６ ０．８０８６ ０．１７１３ －１．０４０５

０．１１８２ ０．３５５７ ０．１０４２ －０．４１５７

熿

燀

燄

燅

。

　　进一步分析以上４矩阵的特征值模的最大值，亦即Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子模的最大值，分别为λ（犘１）＝１．２７８４３８８６６，

λ（犘２）＝１．６０５３５５５０９，λ（犘４）＝１．３２０１９６０１３６２，λ（犘８）＝０．６９１６０５０７，显然在该组参数下只有周期八运

动稳定。

３．５　周期运动稳定性随传递功率的分岔特性

总结以上分析，可以大致勾勒出传递功率在１９６．０～２２０．０ｋＷ 范围内系统周期运动状态稳定性的分岔

情况，如图１４所示。图中实线表示稳定的周期运动，点划线表示不稳定周期运动。作为对比，笔者采用直接

数值积分的方法绘制了行星齿轮传动系统随功率的全局分岔图，如图１５所示。可以发现在功率区间

７第２期 李同杰，等：传递功率对行星齿轮传动系分岔特性的影响规律



１９６．０～２２０．０ｋＷ内，两图所显示的分岔规律以及分岔点功率值非常吻合。需要指出的是，基于ＣＰＮＦ方法

预测的局部分岔图可以获得所有共存周期轨道（包括不稳定的周期轨道）的分岔规律，而基于直接数值积分

的全局分岔图只能显示渐进稳定的周期轨道之间的分岔关系，这是ＣＰＮＦ方法预测的局部分岔图的优点之

一。此外，由于局部分岔图中１４所显示的分岔点参数是由Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子定量判断而得，所以比全局分岔图１５

定性显示的分岔点参数值更加精确。

从分岔图１４中可以看到，在功率１９６．０～１９６．８ｋＷ 范围内，行星齿轮非线性系统共存一个不稳定的周

期一运动、一个不稳定的周期二运动、一个不稳定的周期四运动和一个稳定的周期八运动；在功率１９６．８～

２０５．８ｋＷ 范围内，行星齿轮非线性系统共存一个不稳定的周期一运动、一个不稳定的周期二运动和一个稳

定的周期四运动；在功率２０５．８～２１１．０ｋＷ范围内，行星齿轮非线性系统共存一个不稳定的周期一运动和一

个稳定的周期二运动；在功率２１１．０～２２０．０ｋＷ 范围内，行星齿轮非线性系统呈现单一而稳定的周期一

运动。

图１４　周期运动稳定性随传递功率的局部分岔图

犉犻犵．１４　犜犺犲犾狅犮犪犾犫犻犳狌狉犮犪狋犻狅狀犱犻犪犵狉犪犿狑犻狋犺狆狅狑犲狉

图１５　行星齿轮系统随传递功率犘的全局分岔图

犉犻犵．１５　犜犺犲犵犾狅犫犪犾犫犻犳狌狉犮犪狋犻狅狀犱犻犪犵狉犪犿狑犻狋犺狆狅狑犲狉

总而言之，在传递功率１９６．０～２２０．０ｋＷ 范围内，随着功率值的逐渐增大，行星齿轮传动系统的各周期

轨道均是通过倍周期倒分岔的途径在相应功率分岔点处发生稳定性突变的。全局分岔图１５显示，经过充分

的倍周期分岔后，在小于１９６．０ｋＷ的某个功率值上，行星齿轮非线性系统会呈现混沌运动状态。

４　结　论

１）采用ＣＰＮＦ方法研究获得的行星齿轮传动系统的周期运动轨道稳定性随传递功率的局部分岔规律，

与通过直接数值积分法得到的的全局分岔规律基本吻合，证明了ＣＰＮＦ方法在研究行星齿轮传动系统分岔

特性方面的有效性。

２）在某些确定的参数组合下，行星齿轮传动系统会共存多个周期轨道，这些轨道有的稳定，有的不稳定；

随着功率值的逐渐增大，行星齿轮传动系统的渐进稳定的周期轨道会通过倍周期倒分岔的途径发生失稳；在

轻载工况下，行星齿轮非线性系统容易呈现混沌运动状态。
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