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摘要:用传统的高斯投影方法处理东西跨度较大的线路时,频繁换带既不能解决参考椭球面投

影至高斯平面产生的投影长度变形,也不能解决高程归化引起的长度变形的影响。因此,有学者基

于最小二乘法、空间坐标系旋转和椭球变换等理论,提出了一种建立工程椭球的新方法。笔者在此

理论基础上,通过高铁GPS控制网的具体实例对该方法进行了验证和分析。试验分析表明:该方

法可大大减少投影后横轴方向变形分量,避免高斯投影分带现象,同时有效减小高程引起的投影变

形。特别适合东西跨度较大的长线路工程,且数学模型成熟、计算过程清晰,对线路工程测量具有

借鉴作用。
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Abstract:Whentraditionalgaussprojectionmethodisusedtotreatlong-spanlinesineast-westdirection,the
frequentchangebeltcansolveneitherthereferenceellipsoidprojectiontoGaussplaneprojectionlengthdeformation



northeinfluenceoftheheighttothelengthofthedeformationcausedbythedomestication.Therefore,some
scholarshaveproposedanewmethodtoestablishanellipsoidofengineeringbasedonthetheoryofleastsquares,

rotationofspacecoordinatesystemandellipsoidtransformation.Basedonthistheory,theauthorsverifyand
analyzethemethodthroughthespecificexamplesofhigh-speedrailwayGPScontrolnetwork.Theexperimental
analysisshowsthatthismethodcangreatlyreducethedeformationcomponentofthetransverseaxialdirectionafter
theprojection,avoidthephenomenonofGaussianprojectionzoning,andeffectivelyreducetheprojectiondistortion
causedbyelevation.Itisespeciallysuitableforlonglineengineeringwithlongspan,andthemathematicalmodelis
matureandthecalculationprocessisclear,whichcanbeusedforreferenceinlineengineeringmeasurement.
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mathematicalmodel

目前,中国各省市之间正在加快开展高铁建设工作,由于高铁线路呈条带形状,高斯投影[1-3]容易导致长

度变形并且容易超限,为防止投影长度变形超限,以往的做法主要是三种[4-6]:第一,抬高或抬低投影面,从而

使投影高程归化改正值减小;第二,调整中央子午线,从而使投影长度变形减小;第三,投影面和中央子午线

同时进行改变,从而使投影长度变形值满足限差允许值[7-11]。但是,方法一所述,通过抬高或降低投影面使其

与椭球面尽量接近,无法很好地解决高斯投影对长度变形的影响,位于投影带边缘的横坐标数量值较大,必
然导致投影变形过大[12-15]。方法二所述,调整中央子午线,对高程归化改正方面作用较小。方法三所述,在
某些测区能起到很好的效果,特别是测区为块状的地形。然而,较长线路工程,测区长度可达上千公里,对于

东西向跨度较大、远离中央子午线,以及地形起伏变化较大的条带测区,如果按照上述三种方法来解决高斯

投影长度变形的问题显然很难满足国家规范的要求。鉴于此,文献[16-17]中采用法截面子午线来建立斜轴

椭球的方法,目的是通过建立法截面子午线椭球来减小测区与斜轴椭球中央子午线的距离。然而,此方法的

不便之处在于要选择合适的基准点和线路方位角来对斜轴椭球进行定位和定向,会使得计算过程及相关参

数计算略显繁琐,也不便于相关软件的编制。因此,为减少投影分带以及投影变形,引入一种新的建立工程

独立坐标系统对应椭球的方法[18],并通过高铁GPS控制网的具体实例对建立的工程椭球进行了验证和分

析,试验结果表明文中所建立的工程椭球特别适合东西跨度较大的长线路工程,且长度综合投影变形值符合

规范要求,对线路工程测量具有借鉴作用。

1 长度综合投影变形分析

东西走向的带状测区,在进行高斯投影时会出现变形,对于东西跨度较大的测区,甚至无法满足工程建

设需求。
在高斯投影中,长度变形主要由测区表面归算至参考椭球面的高程归化长度变形和参考椭球面投影至

高斯平面产生的投影长度变形两部分组成,通常把高斯平面上的长度与实际测区地面的长度之差,称为长度

综合变形,用计算式表达为
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式中:Hm 为测区边相对于参考椭球面的高程,ym 为测区边两点横坐标的平均值,S 为投影边长,RA 为测区

边方向的参考椭球面法截弧的平均曲率半径。
在计算中,取Rm=RA=6371km,则式(1)可以写成
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=-1.57×10-4Hm+1.23×10-8ym
2。 (2)

  由式(2)知:长度综合变形与测区的平均高程和测区的投影带位置有关,把长度综合变形的允许值

±2.5cm/km代入(2)式得

±2.5=-1.57×10-4Hm+1.23×10-8ym
2。 (3)

  为顾及单位的统一和计算的方便,式(3)可以写成

±2.5×10-5=-0.157×10-5Hm+0.00123×10-5ym
2, (4)
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  式(4)中,令 H=Hm,ym=y,建立y 与H 之间的函数关系式,由式(4)可以整理得

H =0.783y2(10-4)±0.159。 (5)

  以 H 为纵坐标轴,y 为横坐标轴,绘制式(5)的函数图像,如图1所示。

图1 投影面高程与横坐标投影变形

Fig.1 Projectionplaneheightandhorizontalcoordinateprojectiondeformation

图1所示,A、B 区表示在该区域范围内可以采用国家统一的坐标系,不适应区表示需要建立独立坐标

系才能满足工程建设的需要。C 区表示该区域主要为高海拔地区,长度变形主要是高程归化的影响。D 区

域距离中央子午线较远,长度变形主要是高斯投影带来的影响。而E 区域会同时受到高程归化和高斯投影

对边长变形的综合影响。

2 工程椭球的构建

工程椭球建立的基本思想是:建立一个新椭球,该椭球是以地球参考椭球E0(也叫“基础椭球”)为基础,

通过对基础椭球进行旋转、变形,让其中央子午线沿测区线路的延伸方向[19,20]。在建立工程椭球时,为便于

区分不同椭球,通常记E0 为基础椭球,E1 为旋转椭球,E2 为工程椭球,具体建立步骤如图2所示[18]。

图2 E2 椭球构建步骤

Fig.2 E2ellipsoidconstructionstep
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如图3所示,E0→E1 参心空间直角坐标系的建立方法为[21]:在E0 椭球中,分别以0°子午面与赤道交点

C 和赤道交点E 建立X 轴和Y 轴,以指向北极的K 方向建立Z 轴,建立参心空间直角坐标系O-XYZ。

图3 E0→E1 参心空间直角坐标系的建立

Fig.3 E0→E1theestablishmentofreferencespacerectangularcoordinatesystem

从E0 椭球参心空间直角坐标到E1 椭球参心空间直角坐标的转换,主要经过2个步骤:第一,E0 椭球上

的大地坐标(B,l,H)到E0 参心空间直角坐标系的坐标(X,Y,Z)的转换;第二,通过旋转,E0 参心空间直角

坐标系的坐标(X,Y,Z)向E1 参心空间直角坐标系的坐标(X1,Y1,Z1)的转换。经过以上2步,就可以实现

E0→E1 参心空间直角坐标系的转换,转换模型为[18]

X1 Y1 Z1[ ] T=J X Y Z[ ] T。 (6)

  式(6)中,(X1,Y1,Z1)为E1 参心空间直角坐标系的坐标,J 为E0→E1 参心空间直角坐标系的旋转矩

阵,(X,Y,Z)为E0 参心空间直角坐标系的坐标。
需要说明的是,E0 参心空间直角坐标系通过旋转矩阵J 转换到E1 参心空间直角坐标系之后,X1 轴可

能会出现2种情况:当X1 轴指向线路测区时,解得测点相对于E1 椭球的经差很小,可直接按照式(6)计算;

当X1 轴反向指向线路测区时,解得测点相对于E1 椭球的经差的绝对值接近π,由于不方便高斯投影公式的

运用,需将该空间直角坐标系绕Z1 轴旋转180°作为E1 参心空间直角坐标系,根据三个方向分量指向,令

G=diag -1 -1 1[ ]。则给出更为合适的转换公式

X1 Y1 Z1[ ] T=GJ X Y Z[ ] T, (7)

  如图3中,第1步,第2步,第3步的计算方法和具体推导公式以及椭球E1 的参数计算公式参考文献

[18]。
如果直接对E1 椭球进行高斯投影,由于测区内各点在该椭球内大地高较大,必然导致投影之后长度综

合变形值较大。从椭球变形法的相关理论进行分析,从而可以得到点在E2 椭球上的大地坐标表达式为[18]

B2=B1+
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式中

da=(Ws+ΔH) 1-
Ws
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式中:da,df,ΔH 分别表示从E1 椭球到E2 椭球变换前后的长半径变化量、扁率变化量、基准点处的大地高
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变化量;f1 是E1 椭球的扁率;Bs 是基准点在E1 椭球上的纬度;Ws 是测区基准点所对应的卯酉圈曲率半

径;K1 是E1 椭球的卯酉圈曲率半径;M1 是E1 椭球的子午圈曲率半径。

3 E2 椭球高斯投影方法

“E2 椭球高斯投影方法”的定义为:投影椭球为椭球E2,并以椭球E2 的中央子午线为纵轴,与传统高斯

投影方法一致进行投影,工程椭球高斯投影方法也属于等角切椭圆柱投影。投影时,所采用的椭球参数是椭

球E2 的几何参数[18],从而实现椭球E2 上大地坐标到平面坐标的转换[22]。其计算公式为

X2=Xs+
W
2ρ″2
sinB2Δl22+

W
24ρ″4

sinB2cos3B2(5-t2+9η2+4η4)Δl24+

W
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式中:X2,Y2 为E2 椭球投影后的高斯平面坐标,Xs 为E2 椭球的纬度B2 对应的中央子午线上的弧长,W 为

E2 椭球卯酉圈曲率半径,Δl2 为经差(Δl2=l2-l0,l0 为中央子午线经度),t=tanB2,η=e'22cosB2(e'22 为

E2 椭球第二偏心率平方)。
需要强调的是,由于式(10)不适用于大地纬度B1→π/2的情况,当测区位于椭球E2 的极区位置时,可

借助极区非奇异高斯投影复变函数表示式进行计算[23]。

4 算例分析

4.1 椭球参数和旋转矩阵计算

测区路线呈东西跨度且长达600km,位于东经95°00'E-104°30'E,北纬39°00'N-45°00'N。坐标系

统:采用2000国家大地坐标系,椭球参数(长半轴a=6378137m,扁率f=298.257222101),按高斯投影的

方法建立工程独立坐标系,边长综合投影变形值要求小于2.5cm/km。高程基准:采用1985国家高程基准。
测区略图见图4。

图4 测区略图

Fig.4 Sketchmapofsurveyarea

要实现E0→E1 参心空间直角坐标系的转换,关键就是求出它们之间的旋转矩阵。当某一截面椭圆与

测区高铁线路在E0 椭球上的分布靠近,可以设截面椭圆QMQ'的法向量为φ= p q 1[ ]。通过计算,
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p=-0.63472380,q=-0.77987994。Q 在E0 椭球上的大地坐标为(45°31'30.29″,51°06'24.39″,0),E1 椭

球的短半轴b1=6367293.56400142,E1 椭球的第一偏心率e1=0.05828624716。
计算得到,E0 椭球到E1 椭球的参心空间直角坐标系的旋转矩阵为

G=
-0.788698 0.611731 0
-0.423082 -0.561571 0.701083
0.431881 0.557941 0.713107

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

。 (11)

  取基准点处的纬度Bs=55.8°,ΔH=2915m,将E1 椭球投影到E2 椭球上,计算出E2 椭球的第一偏心

率e2=0.05827198403。

4.2 E2 椭球高斯投影方法计算

“E2 椭球高斯投影方法”计算的各点长度投影变形数据和长度投影变形统计见(表1和图5)所示。通过

计算,E2 椭球与测区最左端的经差为-19'30.462″,中央子午线与测区最左端的距离为-18.5km,E2 椭球

与测区最右端的经差为11'37.023″,中央子午线与测区最右端的距离为10.1km。从表1和图5可知,在测区

内,高程归化长度变形值的绝对值最大值为2.83cm/km,高斯投影的长度变形值最大值为1.07cm/km,长
度综合变形的最大值为2.37cm/km,整条线路各点的综合长度变形值均小于2.5cm/km[24],因此满足规范

要求的允许值。

表1 “E2 椭球高斯投影方法”的各点长度投影变形结果

Table1 Thedeformationresultsofeachsiteof“E2ellipsoidGaussprojectionmethod”

点号 大地纬度B 大地经度L
大地高

H/m

-Hm/RA

/(cm·km-1)
ym

2/2Rm
2

/(cm·km-1)
ΔS/S

/(cm·km-1)

GP01 40°19'30.635°″ 104°58'54.5012″ 2831.33 1.31 0.60 1.92

GP02 40°19'12.2374″ 104°58'52.7221″ 2834.63 1.26 0.64 1.90

GP03 **°18'30.5721″ **°58'01.3428″ 2853.59 0.96 0.69 1.66

GP04 40°18'18.6118″ 104°56'45.5211″ 2853.56 0.96 0.79 1.75

GP05 **°18'14.6364″ **°55'28.7067″ 2853.43 0.97 1.00 1.96

GP06 40°19'04.9548″ 104°53'11.9389″ 2869.39 0.72 1.07 1.78

GP07 40°33'41.9017″ 103°53'57.7689″ 2806.35 1.71 0.67 2.37

GP08 41°00'30.2421″ **°57'28.6100″ 2931.21 -0.25 1.05 0.80

GP09 **°02'51.8541″ 101°11'28.6109″ 2919.20 -0.07 1.02 0.95

GP10 42°18'18.2168″ 100°17'13.3658″ 3095.12 -2.83 1.01 -1.82

图5 各点长度投影变形统计图

Fig.5 Projectiondeformationstatisticsofthelengthofeachpoint
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4.3 投影变形计算比较

1)若采用“调整中央子午线”的方法,设中央子午线的值为103°,则投影变形的最大值为232.5mm;中央

子午线与测区的最大距离值为-242.5km。
2)若采用“抵偿投影面高斯投影”的方法,通过抬高或抬低投影面,设投影面高程的值为2900m,则投影

变形的最大值为677.298mm;中央子午线与测区的最大距离值为-248.5km。
从以上两种方法的分析结果可以看出,两种方法都无法满足工程规范的要求,要满足限差要求要将全线

分为20个带。
3)若采用本文方法,无需进行多次换带,全线只需1个带就能满足工程要求,并且投影变形值显著减小。

5 结 论

论述了建立工程椭球的具体思路、流程和方法,并对高铁线路的实际案例进行分析,得出了以下结论:
1)建立的工程椭球特别适用于东西跨度较大的条带测区,避免了实际工作中高斯投影变形过大需要频

繁分带的现象,可以有效避免因分带带来的误差和有效降低高差带来的影响,减少了投影综合变形。
2)本文方法的优势是,通过抬高或抬低投影面,以及使中央子午线倾斜,对高程归化改正和高斯投影变

形两方面的改善效果比较显著,这样建立工程椭球的方法具有实际应用价值 。
3)可以大大减少测区的高斯投影横坐标,使得测区位于一个高斯投影条带内。当测区线路有比较大的

弯转,若要保证投影后变形值较小,可以对线路弯转大的地方进行分段处理。
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