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摘 要:流体液滴在壁面上的铺展与沉积在工业应用中存在广泛应用,研究非牛顿流体特性对

液滴铺展的影响具有重要的实际意义。基于相场法建立了非牛顿幂律流体与牛顿流体的两相流格

子Boltzmann模型,引入包括接触角影响的边界条件,模拟了假塑性流体在幂律指数(n)0.5~1.0
以及韦伯数(We)5~45时液滴撞击壁面的铺展过程。结果表明:相对于牛顿流体,幂律流体的非牛

顿特性会抑制液滴的铺展,且n 越小,越有利于液滴沉积。此外,韦伯数越大,液滴越快地达到

稳定。
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Abstract:Thedropletspreadinganddepositionappearwidelyinindustrialapplications,anditisofpractical
significancetostudytheeffectofnon-Newtonianrheologyondropletsimpactonsolidsurfaces.Inthis
research,wedevelopedatwo-phaselatticeBoltzmannmodelbasedonthephasefieldmethodforpower-law
fluidflows.Byintroducingacontactanglecondition,power-lawdropletsimpactonsolidsurfaceswas
investigated,andtheeffectsofpowerexponentn (0.5≤n≤1.0)andWebernumberWe(5≤We≤45)on
shear-thinningdropletsimpactwereevaluated.Theresultsindicatethatpower-lawliquidinhibitsthe
dropletspreadingandsplashing,anditbecomeseasierfordepositionwiththedecreaseofn.Inaddition,

dropletsareeasiertoreachstationarystateaswebernumberincreases.
Keywords:LatticeBoltzmannmethod;powerlawliquid;pseudoplasticfluid;phaseinterfaces;phasefield
method;dropletdeposition;dropletspreading



  液滴在固体表面上的铺展现象广泛存在工业应用中,如打印机将墨水喷到纸面[1]、农药喷洒在蔬菜表

面[2]、表面喷涂[3]、喷雾冷却[4]等。液滴撞击壁面大致会出现3种现象:沉积、溅射和反弹[5]。很多工业应用

涉及到液滴在壁面上的沉积问题[2-3,6],为抑制液滴溅射和反弹来提高液滴在壁面上的沉积率,通常有两种途

径[6]:1)加入添加剂改变流体的流变特性;2)改变固壁表面的性质。第一种方法用途广泛,例如在液体中添

加聚合物使液滴呈现非牛顿性,抑制液滴在壁面上的溅射和反弹,提高药物的使用效率[2];铁轨上的摩擦改

进剂,通过水溶剂中添加聚合物复合材料改变流变特性,提高沉积率,以降低机车燃料消耗和轨轮的磨损[3]

等等。在流体中添加不同的成分得到的流变特性不同[7-11],例如添加弹性颗粒会促进液滴在壁面上的反

弹[11],而在牛顿流体中添加高分子聚合物会使液体产生幂律流变特性[9,12-14]。幂律流体在控制液体沉积问

题中有着重要的应用,目前对于幂律流体的动态湿润理论研究虽然已经取得一些进展[14-16],但数值模拟的研

究仍然较少[15]。

与传统数值方法相比,格子Boltzmann方法作为一种介观的数值方法,凭借其独特的优势在研究非牛顿

流体方面得到了广泛的关注[17-21]。在格子Boltzmann方法中,最常用的是单松弛模型,由于该模型的数值稳

定性较差,笔者给出了非牛顿流体的多松弛格子Boltzmann模型。目前,研究两相流界面运动常有的数值方

法有水平集法、流体体积函数法(VOF)[22]、相场法[23]等,相对于其他方法,基于自由能理论的相场法在研究

多组分系统中介观结构的演化等复杂现象时具有特有的优势,如多相流、接触线以及涉及复杂界面演化和相

变问题;与此同时,相场法既有水平集、VOF等方法的捕捉大变形界面的能力,又无需涉及界面的重构过程,

相界面的位置捕捉以及厚度大小的控制均可通过一个对流 扩散的控制方程来实现,基于该方法追踪得到的

两相界面较光滑且连续性好。因此,相场法是一种可以有效模拟液滴撞击固壁问题的方法。

笔者以格子Boltzmann方法为基础,基于相场理论并借助Cahn-Hilliard方程,建立了非牛顿幂律流体

与牛顿流体的两相流模型,模拟了假塑性流体在不同幂律指数n(0.5≤n≤1.0)和韦伯数We(5≤We≤45)下

液滴撞击壁面的铺展,该模拟结果对于通过改变流变特性控制液滴的沉积提供了参考。

1 理论

1.1 幂律(Power-law)模型

对于不可压缩流体,切应力张量τ与变形速度张量S~ 之间的关系为:τ=2ηS
~,其中S~=[Ñu+(Ñu)T]/2,

η为动力学黏性系数。对于幂律模型[24],黏性系数为剪切速率γ
·

的函数,即

ηγ
·

( ) =η0 γ
·
n-1,n>0, (1)

式中:η0 为渐进黏度;γ
·
=2 Dп ,二维情况下Dп=􀰐

2

α,β=1S
~
αβS

~
αβ,是应变速率张量S~ 的第二不变量;n 为幂

律指数,当n>1时,式(1)描述的是膨胀性流体,也称剪切增稠流,例如玉米面糊就属于膨胀性流体;当n=1
时,则是牛顿流体;当n<1时,则是假塑性流体,也称剪切稀化流,包括大部分高分子聚合物的溶液。

1.2 Call-Hilliard相场模型

Call-Hilliard对流扩散方程[25-27]:

∂C
∂t+u·ÑC=M Ñ2μc,

μc=C3-1.5C2+0.5C-ε2 Ñ2C,

ì

î

í

ïï

ïï

(2)

式中:C 表示体积分数,u 是速度。移动系数M=M0|C(1-C)|,μc 是化学势。界面的厚度取为D=42ε。

引入静态接触角θeq后,在固壁处的边界条件为[28]:nw·Ñμc|s=0和nw·ÑC=-|ÑC|cosθeq,nw 为固壁上

的单位法向量。在本文中,参数均取为ε=1/2,M0=0.2。

对于等温两相流流动的控制方程[25-26]:

Ñ·u=0, (3)
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ρ
∂u
∂t+u·Ñuæ

è
ç

ö

ø
÷=-Ñp+ Ñ· η(Ñu+ ÑuT)[ ] +Fs, (4)

式中:密度ρ=Cρ1+(1-C)ρ2,黏度η=Cη1+(1-C)η2,下标1和2代表不同的组分。p 表示压力,Fs=

62σ
ε μ ÑC 为体积表面张力,这里σ是表面张力。

1.3 两相流格子Boltzmann方法

下面采用格子Boltzmann方法[25-27]来求解上述两相流流动的控制方程(3)和(4)。对于D2Q9模型,为

了得到压力和速度,引入了一个变量gα=fαc2s+(p-ρc2s)Γα(0),其中cs 是声速,fα 是粒子分布函数,Γα(u)

是一个跟宏观速度以及fα 的平衡态feq
α 有关的函数:

feq
α =ρΓα(u)=ρωα 1+

eα·u
c2s

+
(eα·u)2

2c4s
-
u·u
2c2s

é

ë
êê

ù

û
úú , (5)

式中eα 为α方向的微观粒子的速度;ωα 是相对应的权系数。马赫数 Ma=|u|/cs,在低马赫数的情况下,宏

观的水动力方程可由式(6)gα 的离散Boltzmann方程恢复得到:

∂gα

∂t +eα·Ñgα =-Λαβ(gβ -geq
β)+(eα -u)·[Ñρc2s(Γα -Γα(0))+FΓα], (6)

式中采用的是多松弛时间模型。Λαβ为粒子碰撞矩阵,分子间作用力为F=Ñρc2s-(Ñp-Fs),其中gα 的平

衡态函数:geq
α =c2sfeq

α+(p-ρc2s)Γα(0)。对式(6)进行Crank-Nicolson积分,再引入一个新的粒子分布函数

g
-
α,其具体表达式为:g

-
α=geq

α +1/2Sαβ(gα-geq
α)-1/2·δt(eα-u)·[Ñρc2s Γα -Γα(0)( ) +FsΓα],式(6)转

化为:

g
-
α x+eαδt,t+δt( ) -g

-
α x,t( ) =- Sαβ +2Iαβ( ) g

-
β -g

-eq
β( ) +δteα -u( )· Ñρc2s Γα -Γα(0)( ) +FsΓα[ ] ,

(7)

式中粒子碰撞矩阵Sαβ+2Iαβ=M -1
αγŜγεMεβ,其中Mαβ为正交转换矩阵。Ŝαβ=Mαγ(Sγλ+2Iγλ)M-1

λβ 是一个对角

松驰矩阵,可以表达为Ŝ=(s0,s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7,s8)。其中s0,s3,s5 表示守恒量(质量和动量),通常取值为

s0=s3=s5;由于对称性的要求s4=s6,此外系数s7=s8,均和黏度有关。所以独立变量有3个s1,s2 和s4,这3个

取值变化可以用来改善模型的稳定性。所以,经过比较参考文献[25]和[27]的数值,选择取值为Ŝαβ=diag(1,1,

1,1,1.7,1,1.7,s7,s8)。其中松弛参数s7 跟黏性系数η的关系为:η=ρc2s
1
s7-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷δt。

这样,宏观速度和压力可以通过g
-
α 的零阶矩和一阶矩得到:

p=􀰐
8
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g
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(8)

由于非牛顿流体的黏度与变形速度张量S~ 有关,在每个当前时间步得到速度u 后,利用关系式S
~
=[Ñu+

(Ñu)T]/2并采用差分格式离散求得变形速度张量S
~,通过S~ 求得γ

·
后,根据幂律流体的黏度与剪切速率γ

·

的关系,可得出下一个时间步的黏性系数[17,29]。为了比较各种参数,如表面张力、黏性力、惯性力对液滴撞

击固体表面的影响,对于该两相流流动涉及的量纲一的量有奥内佐格数(Ohnesorgenumber)Oh=η/ρRσ

和韦伯数(Webernumber)We=ρU2R/σ(U 为特征速度),此外雷诺数Re= We/Oh。本文中所涉及的算例

均在格子单位下进行的,时间步和空间步均设为1。
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2 模型和程序的验证

2.1 方腔流

为了验证格子Boltzmann模型模拟非牛顿幂律流体的能力和程序的可靠性,将两相流程序中的体积分

数C 全部设置为1,模拟了单相幂律流体在幂律指数n=0.5时的方腔流流动。其中,Re=ρU2-nLn/η0=
100,U=0.05,计算域为[0,200]×[0,200]。将本文的数值结果与Neofytou的文献结果[30]相比较,从图1中

看出,两者吻合。

图1 幂律流体方腔流在竖直中心线上u和水平中心线上v的分布和文献解的对比

Fig.1 ComparisionbetweenourresultsandNeofytou’sresultsforpower-lawflow:u-velocity
profilesalongverticalcenterlineandv-velocityprofilesalonghorizontalcenterline

2.2 Laplace定律

验证了基于相场法的格子Boltzmann模型模拟幂律流体、牛顿流体两相流的能力和程序的可靠性。根

据Laplace定律,液滴放置在母液中,在未受其他外力的作用下,液滴达到稳定状态时,液滴内外压差与其半

径以及表面张力系数存在一定的关系。对二维情况有:Δp=pin-pout=σ/R,其中R 为液滴半径,pin是液滴

的压力,pout是液滴外母液的压力。初始时刻液滴位于计算区域中心,计算为[0,6R]×[0,6R],四边均为周

期性边界条件。参数n=0.5,ρ1=1.0,ρ2=1.0,η1=η2=0.1。下标1表示液滴,下标2表示液滴周围的液体,
以下所涉及算例的下标含义均是如此。图2中,在2种表面张力参数σ=1.0E-3及σ=2.0E-3下,数值解

和理论解的相对误差均在2.53%以内,且随着半径R 的增大,相对误差随之减小。最大伪势速度在液滴界面

附近,大小为10-7量级。

图2 幂律液滴达到稳态时Δp 和1/R 的关系与理论解的对比

Fig.2 Comparisionbetweenthenumericalandtheoreticalsolutionoftherelationshipof
Δpand1/Rwhenpowerlawdropsreachsteadystate
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2.3 液滴在壁面上的动态接触

验证了在引入考虑接触角影响的边界条件后的两相流模型模拟液滴动态接触的能力和程序的正确性。

首先,考察了固壁上液滴达到平衡态时,静态接触角是否跟设置值一致。初始时刻,在固壁上放置一个半圆

形液滴,由于表面张力的作用,液滴会变形,直至达到平衡状态。计算域[0,200]×[0,80],上下边界为完全

反弹边界条件,左右边界施加周期性边界条件。液滴半径R=30,其他参数为n=0.5,σ=10-3,η1=0.01,

η2=0.001和ρ1=ρ2=0.1。平衡态接触角是固壁附近处界面两层网格线性拟合的直线以顺时针旋转到壁面

的夹角。图3为液滴在不同静态接触角下达到平衡状态后的形状。从表1可以看出,数值模拟得到的平衡

态接触角与理论值的相对误差的最大绝对值为3.3%(即静态接触角为45°),稳态时的液滴面积与初始液滴

面积的相对误差的最大绝对值为2.98%。

图3 幂律液滴在不同静态接触角的稳态

Fig.3 Stableconfigurationsofpowerlawdropletatdifferentequilibriumcontactangles

表1 不同静态接触角下的各参数相对误差

Table1 Therelativeerrorfordifferentequilibriumcontactangles

静态接触角θeq/(°) 面积相对误差/% 平衡态接触角/(°)

45 2.85 46.5

60 0.28 61.5

90 -0.97 90.1

135 -2.98 134.7

考察了移动接触线的变化规律。初始时刻,液滴刚接触固壁,在表面张力作用下液滴会变形,接触线也

随之变化。液滴半径R=20,设液滴与壁面上的接触线半径为r,则量纲一的铺展长度为r/R,时间采用

ρR3/σ处理得到量纲一的时间t*。计算域[0,200]×[0,80],幂律指数n=1.0,静态接触角θeq=45°。从图4
可以看出,在液滴铺展的初始阶段r/R 与(t*)1/2成正比,这一结论与文献[31]相一致,验证了所建模型的可

靠性。
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图4 量纲一的铺展长度r/R 和量纲一的时间t*=t/ ρR3/σ的关系

Fig.4 Relationshipbetweendimensionlessspreadinglengthr/Randthe

squarerootofdimensionlesstimet*=t/ ρR3/σ

3 液滴撞击固壁上的铺展

图5为单液滴以一定速度u0 撞击固壁,D 是液滴的铺展长度,R 为液滴半径。以下算例中均不考虑重

力效应,且黏度比均为10。上下两边施加完全反弹边界条件,左右两边界为周期性边界。计算域[0,200]×
[0,200],其他参数R=20,θeq=90°,σ=10-3,η1=0.01,η2=0.001,ρ1=ρ2=0.1。韦伯数We=ρ1u2

0R/σ,奥

内佐格数Oh=η1/ρ1Rσ。

首先,模拟了在We=45及Oh=0.158时幂律指数n=0.5~1.0,液滴撞击壁面上的铺展。从图6可知,

对于幂律指数n≥0.7的液滴,撞击壁面后大致可分为3个阶段:快速铺展、回缩、稳定。在快速铺展阶段,液

滴迅速地铺展到最大长度,幂律指数越大,最大铺展长度越大;在回缩阶段,液滴开始由最大铺展长度向中心

收缩,幂律指数越大,回缩的速度越大;最后,液滴回缩至其铺展长度达到一个恒定值,与回缩阶段相对应,液

滴回缩的速度越快,越能更快达到稳定状态。对于幂律指数n=0.5的液滴,铺展过程中无回缩现象,液滴的

铺展速度由初始最大值逐渐减小,当液滴铺展到最大铺展长度时,液滴即到达稳定状态。

图5 液滴撞击壁面的示意图

Fig.5 Thesketchofdropletimpactonasolidsurface

图6 不同幂律指数n下铺展长度D 随时间变化的关系

Fig.6 SpreadinglengthDasafunctionoftimefor

differentpowerexponentsn
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从整体上看,对于幂律指数n≤1.0的液滴,最大铺展长度随着幂律指数n 的减小而减小,且幂律指数越

大,液滴越趋近于牛顿流体;幂律指数越小,液滴的非牛顿特性就越明显,表现为回缩现象不明显,达到稳态

所需要的时间也变长。这些结果表明,在碰撞速度相同下,与牛顿流体相比,假塑性流体更易黏附在壁面,且

n 越小,流体非牛顿特性越强。

图7为选取上述算例中幂律指数n=0.5以及n=1.0(牛顿流体)时液滴撞击壁面后形态的变化。对于

牛顿液滴,初期在惯性的作用下迅速铺展,液滴两端凸起直至铺展到最大铺展长度,然后在以表面张力为主

导的作用下,液滴向中心收缩,当液滴的动能全部转化为内能时,液滴最终以半圆的形态静止在壁面上。相

对于牛顿流体,幂律指数n=0.5的假塑性液滴在撞击壁面后,黏性迅速增大导致液滴的铺展、变形受到抑

制,液滴的拓扑结构没有发生较大变化,仍然大致呈一个圆形;铺展后期,液滴的能量耗散速度变慢,经过较

长一段时间后,液滴铺展到最大铺展长度时,并以半圆形的形态静止在壁面上,液滴达到稳态。上述分析表

明,相对于牛顿液滴,假塑性流体的液滴撞击壁面后的形态更稳定。

图7 幂律液滴在不同时间的形态

Fig.7 Dropletsconfigurationsatdifferenttime

然后,模拟了在Oh=0.158下幂律指数分别为n=0.5以及n=1.0时,韦伯数We=5~45液滴撞击壁面

上的铺展。从图8中可以看出,对于n=0.5的假塑性幂律流体,液滴铺展到最大铺展长度时液滴即到达稳

态,稳态跟韦伯数无关。当韦伯数等于5和20时,液滴均相对较缓慢地到达稳态,到达稳态的所需时间均较

长;当韦伯数继续增大至45时,液滴铺展到最大铺展长度所需要的时间急剧减小。对于n=1.0的牛顿流

体,液滴的稳态也与韦伯数无关,且随着速度的增大,液滴到达最大铺展长度的所需时间变长,最大铺展长度

也增大;液滴到达稳态的时间随速度增加而增长但不显著。此外,假塑性幂律流体和牛顿流体在稳态时的铺

展长度均相同,碰撞速度相等时前者到达稳态的时间要比后者长,随着速度的增大,这种差异会急剧减小,例

如,在We=45时假塑性液滴和牛顿液滴到达稳态的时间已基本上相同,且稳定后的铺展长度均为54.5格子

长度。以上结果均表明,在高碰撞速度下,与牛顿流体相比,假塑性流体会抑制液滴的铺展,更有利于液滴在

壁面上的沉积。
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图8 不同韦伯数We下幂律指数n=0.5以及1.0液滴铺展长度随时间的变化关系

Fig.8 SpreadinglengthasafunctionoftimeatdifferentWewhenthe

powerexponentn=0.5andn=1.0

4 结 论

在两相流格子Boltzmann模型中引入流体的非牛顿特性,建立了基于相场法的牛顿流体、非牛顿幂律流

体两相流格子Boltzmann模型,并在不考虑重力作用的条件下,对不同幂律指数和不同韦伯数下液滴撞击壁

面的铺展进行了数值模拟。当n<1时幂律流体的非牛顿特性会抑制液滴的铺展,且n 越小,幂律流体表现

的非牛顿特性就越强;韦伯数We越大,液滴到达稳定的速度越快。这些结果表明,假塑性流体的非牛顿特

性有利于液滴在壁面上的沉积。
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