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摘要:针对多关节机械臂轨迹跟踪控制中存在的模型参数摄动和外部有界扰动等不确定性因

素影响问题,设计了一种考虑系统总和扰动的反步有限时间滑模控制算法,用于实现多关节机械臂

轨迹跟踪控制任务。首先,利用严格反馈形式描述多关节机械臂的动力学模型,并将模型参数摄动

和外部有界扰动等不确定性因素看成系统的总和扰动,进而设计非线性扩张状态观测器对系统总

和干扰加以估计,以提高系统的鲁棒性能;其次,在传统反步法设计的基础上结合有限时间滑模控

制技术,完成系统反步有限时间滑模控制器的设计;最后,应用Lyapunov稳定性理论证明了多关节

机械臂的位置矢量能够实现对期望位置矢量的有限时间稳定跟踪。仿真对比结果表明设计反步有

限时间滑模控制算法的有效性。
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Abstract:Inthispaper,abacksteppingfinitetimeslidingmodecontrolalgorithmconsideringthesystem
totaldisturbanceisdesignedforthetrajectorytrackingcontrolofmulti-jointmanipulatorwith model
parametricperturbationandexternalboundeddisturbances.Firstly,thesystem dynamics modelis
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近些年来,伴随着技术进步和劳动力成本提高,机械臂被广泛应用于工业生产的各个领域,扮演着越来

越重要的作用。在机械臂的实际应用中,往往要求其能够快速且精确地跟踪期望轨迹,完成规定作业任务。

然而,在实际工业现场环境,机械臂系统通常会面临模型参数摄动和外部扰动等不确定性因素的影响,如负

载变化、摩擦力矩扰动以及系统外部扰动等。因此,实现机械臂的快速高精度跟踪控制是一个极具挑战性的

问题。

为了抑制不确定性因素对机械臂跟踪控制性能的影响,人们对其跟踪控制问题进行广泛深入地研究,许
多控制方法被应用于机械臂的跟踪控制。如鲁棒控制方法[1-2]、模型预测控制方法[3-5]、神经网络控制方

法[6-8]、滑模控制方法[9-11]等。文献[1]提出了一种鲁棒 H ∞有限时间稳定控制方法,并应用于机械臂的轨迹

跟踪控制,但该控制方法仅仅保证系统具有一定的扰动抑制水平,不能完全抑制系统扰动,且所设计的控制

器保守性较大。文献[3]针对具有系统参数不确定性的柔性关节机械臂轨迹跟踪控制问题,提出一种自适应

非线性模型预测控制算法,该设计算法过于复杂。文献[6]针对未知摩擦非线性会导致机械臂跟踪控制精度

难以提高的问题,建立了基于动态LuGre摩擦的机械臂模型,考虑系统参数未知和机械臂负载变化的情况

下,设计了一种自适应模糊神经网络控制器,仿真结果验证了设计控制器的有效性。然而,神经网络控制方

法的控制效果高度依赖于神经网络节点的数量,导致了更多的计算量和在线学习时间,使控制算法的实时性

得不到保证,不利于设计控制算法的实际应用。文献[9]基于自适应模糊滑模控制算法,有效解决了存在结

构化和非结构化不确定性的机械臂动力学模型控制器设计问题,证明了闭环系统的全局渐近稳定性。

在对机械臂的跟踪控制研究中,由于滑模控制方法具有控制器计算量小、对系统参数摄动和外部干扰具

有很强的鲁棒性,使其特别适合机械臂系统的跟踪控制。然而,在传统的滑模控制方法中,由于采用线性滑

模面系统状态无法做到有限时间收敛,为了加快系统状态的收敛速度,控制器往往需输出很大的控制量,这
极易引起系统执行机构进入饱和状态,从而使得系统控制性能下降甚至引起整个闭环系统的不稳定。另外,

相比于传统的滑模控制,有限时间滑模控制方法不仅能够保证系统跟踪误差的有限时间收敛和快速动态响

应性能,具有更好的抗扰动能力[10-13]。

为了实现机械臂的有限时间跟踪控制,同时保证系统较强的抗干扰性能。考虑存在系统总和扰动的机

械臂有限时间跟踪控制问题,利用有限时间滑模控制方法结合反步控制技术,提出了反步有限时间滑模控制

算法。首先,通过将系统模型表示为严格反馈形式,进而利用三阶非线性扩张状态观测器的在线估计,实现

系统总和扰动地有效补偿。结合反步有限时间滑模控制方法设计控制策略,实现机械臂轨迹跟踪误差可在

有限时间内收敛到平衡点附近的领域。仿真结果表明,所提控制算法能够补偿总和扰动对系统跟踪性能的

影响,提高系统的鲁棒性能,同时实现跟踪误差的快速收敛,便于控制器的实际应用。

1 机械臂动力学模型及轨迹跟踪问题描述

对于n 关节机械臂系统,如果考虑系统未建模动态、摩擦力及干扰的影响,其动力学模型[14]可表示为

M(q)q··+C(q,q·)+G(q)+d(t)= , (1)

式中:q,q·,q··∈Rn 分别表示关节的位置、速度和加速度矢量;M(q)∈Rn×n为系统正定惯性矩阵;C(q,q·)∈

Rn×n为离心力和哥氏力矩阵;G(q)∈Rn 为作用在关节上的重力项矢量;∈Rn 为控制力矩矢量,表示作用

在机械臂各关节上的驱动力矩;d(t)∈Rn 为外部未知有界扰动矢量。

由于机械臂系统存在诸多不确定性因素,如负载扰动、测量噪声及系统外部扰动等,要想获得精确的系

统模型是比较困难的。所以,实际系统的模型可以表示为名义系统模型和总和扰动项之和的形式

M0q··+ω(q,q·,q··,t)= , (2)

式中:M0=M-ΔM,M0 为 M 的名义部分,可依据经验确定,M0 为 M 的不确定部分;ω= ω1,…,ωn[ ]T=

ΔMq··+C(q,q·)+G(q)+d(t)可视为系统的总和扰动项,包括系统的内部动态、参数摄动项及外部未知有

界扰动。
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控制目标为在考虑系统(2)总和扰动的情况下,设计多关节机械臂反步有限时间滑模控制器,实现多关

节机械臂的位置矢量q对期望位置矢量qd 的有限时间快速稳定跟踪控制。

2 控制器设计

2.1 三阶扩张状态观测器设计

由式(2)可知,系统的总和扰动项是未知的,需要设计扩张状态观测器进行在线估计。

设x1= x11,…,x1n[ ]T=q,x2= x21,…,x2n[ ]T=q·,同时定义系统扩张状态x3= x31,…,x3n[ ]T=

-M -1
0 ω,x3

·=h 有界,则式(2)可被增广为

x1
·=x2

x2
·=M-1

0 +x3

x3
·=h

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

   , (3)

  在机械臂控制系统中,为了检测各关节的位置信息,一般各关节都安装有位置传感器。假设各关节位置

传感器的输出矢量可表示为yp,那么系统的输出方程可表示为

yp=q。 (4)

  为了实现对系统的关节位置、关节速度及扩张状态矢量的估计,由式(3)、(4)扩张状态观测器可设计为

e1=z1-yp

e2=z2-x2

e3=z3-x3

z1·=z2-K1e1

z2·=z3-K2F(e1)+M-1
0

z·3=-K3F(e1)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

, (5)

式中:e1= e11,…,e1n[ ]T,e2= e21,…,e2n[ ]T,e3= e31,…,e3n[ ]T 分别表示扩张状态观测器对关节位置、关节

速度及扩张状态矢量的观测误差矢量;

K1=diagk11,…,k1n{ },k1i>0,

K2=diagk21,…,k2n{ },k2i>0,

K3=diagk31,…,k3n{ },k3i>0,i=1,2,…,n 为正定的扩张状态观测器增益矩阵;

F(e1)= f1(e11),…,fn(e1n)[ ]T 为非线性函数矢量,其中fi(e1i)具有如下形式

fi(e1i)=
e1i αsign(e1i), e1i >σ;

e1i/σ1-α, e1i ≤σ,{ (6)

式中:i=1,…,n;0<a<1;σ>0为待整定参数。

由文献[15-17]可知,只要通过合理选择三阶扩张状态观测器增益矩阵K1,K2,K3,系统(5)就能很好地

估计系统(3)中的状态变量,估计误差矢量ei(i=1,2,3)的各元素可以收敛到原点很小的领域内。

2.2 反步有限时间滑模控制律设计

针对系统模型(2),下面结合反步设计思想和有限时间滑模控制技术进行控制律设计,具体设计步骤为

步骤1
为了应用反步设计思想,首先定义跟踪误差矢量ε1= ε11,…,ε1n[ ]T=x1-qd,并假设期望位置矢量qd

充分光滑,则ε1 的一阶导数可表示为

ε·1= ε·11,…,ε·1n[ ] T=x1
·-qd

·, (7)

  对于x1 子系统,设计虚拟控制输入为
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ε2=λ1ε1+x2-qd
·+βsign(ε1)φ, (8)

式中,λ1=diagλ11,…,λ1n{ },λ1i>0,β=diagβ1,…,βn{ },βi>0,i=1,2,…,n 为待设计的对角参数矩阵;

0<φ<1为待设计的正常数;sign(ε1)φ= ε11 φsign(ε11),…,ε1n φsign(ε1n)[ ]T。

定义Lyapunov函数

V1=
1
2ε

T
1ε1, (9)

  对V1 求时间的导数并结合式(7)、(8)可得

V1
·

=εT
1ε·1=εT

1(x2-qd
·)=εT

1(ε2-λ1ε1-βsign(ε1)φ)=-εT
1λ1ε1+εT

1ε2-εT
1βsign(ε1)φ, (10)

  故只要设计控制律 使得ε2 收敛到零,则可保证V
·
1<0。

步骤2
针对x2 子系统,在扩张状态观测器对系统总和扰动估计的基础上,采用有限时间滑模控制技术设计控

制律 以改进普通反步滑模控制算法的性能。

由式(8)可知虚拟控制输入ε2 由系统跟踪误差ε1 及其一阶导数构成,故系统滑模面可设计为

s1= s11 … s1n[ ] T=ε2。 (11)

  定义Lyapunov函数

V2=V1+
1
2s

T
1s1。 (12)

  对V2 求时间的导数可得

V
·
2=V
·
1+sT

1s·1=-εT
1λ1ε1+εT

1ε2-εT
1βsign(ε1)φ +

sT
1(λ1ε·1+M-1

0 +x3-q··d + β1φ ε11 φ-1ε·11, …,βnφ ε1n φ-1ε·1n[ ]
T), (13)

  控制律 设计为

=M0(-ε1-λ1ε·1+q··d -z3- β1φ ε11 φ-1ε·11, …,βnφ ε1n φ-1ε·1n[ ]
T
-

κdsign(s1)-κtsign(s1)φ), (14)

  将控制律(14)代入式(13)可得

V
·
2=V
·
1+sT

1s·1=-εT
1λ1ε1-εT

1βsign(ε1)φ +sT
1(x3-z3)-

sT
1[κdsign(s1)+κtsign(s1)φ]≤

-εT
1βsign(ε1)φ +

n

i=1
s1i e3i -κd

n

i=1
s1i -κtsT

1sign(s1)φ, (15)

式中,κd,κt>0为待设计的控制器参数。当选择κd>max{e3i },i=1,…,n,则

V
·
2 ≤-

n

i=1
βi ε1i φ+1-κt

n

i=1
s1i φ+1 ≤0, (16)

  因此,由Lyapunov稳定性理论可知,在控制律式(14)作用下可保证系统状态x1 对期望信号qd 的稳定

跟踪。

2.3 有限时间稳定性分析

引理1 如果0<p<2,则下面的不等式成立[18-20]

(b21+b22+…+b2n)
p
2 ≤ b1 p + b2 p +…+ bn

p。 (17)

  引理2 假设存在一个连续正定的函数V(t),满足以下微分方程[21]

V
·(t)≤-ζVμ(t),∀t>0,V(t0)>0, (18)

式中,ζ>0,0<μ<1是常数。则对应任意给定的t0,存在有限时间t0,使得以下式子成立
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V1-μ(t)≤V1-μ(t0)-ζ(1-μ)(t-t0),t0 ≤t≤t1, (19)

V(t)≡0,∀t≥t1, (20)

式中,t1=t0+
V1-μ(t0)
ζ(1-μ)

。

定理1 对于考虑总和扰动情况的多关节机械臂系统(2)及滑模面(11),设计三阶扩张状态观测器(5)和
控制律(14),当控制器参数满足κd>max{e3i },i=1,…,n 时,可保证系统滑模面s1 在有限时间内收敛

到零。

证 若设ρ=min{βi,κt},i=1,…,n,则由式(16)及引理1可得

V
·
2 ≤-

n

i=1
βi ε1i φ+1-κt

n

i=1
s1i φ+1

≤-
n

i=1
ρ(ε1i φ+1+ s1i φ+1)

≤-ρ
n

i=1

(ε1i 2+ s1i 2)φ+1
2

=-ρ2
φ+1
2V

φ+1
22 , (21)

  因此,依据引理2,存在有限时间t1 当满足t>t1 时V2=0,从而在控制律(14)的作用下可以保证系统滑

模面s1 有限时间内收敛于零。

证毕。

定理2 在系统滑模面s1 于有限时间内收敛到零后,对于考虑总和扰动情况下的多关节机械臂

系统(2),其位置矢量q将在有限时间内实现对期望位置矢量qd 的稳定跟踪。

证 在滑模面s1 于有限时间内收敛到零后,由式(8)、(11)可知,在滑模面上ε1·=-λ1ε1-βsign(ε1)φ

恒成立,将其代入式(10)可得

V
·
1=εT

1ε·1=-εT
1(λ1ε1+βsign(ε1)φ)

=-εT
1λ1ε1-εT

1βsign(ε1)φ

=-
n

i=1
λ1i ε1i 2-

n

i=1
βi ε1i φ+1

≤-
n

i=1
βi ε1i φ+1

≤-
n

i=1
η ε1i φ+1

≤-η(
n

i=1
ε21i)

φ+1
2 =-η2

φ+1
2V

φ+1
21 , (22)

式中,η=min{βi},i=1,…,n。
因此,依据引理2可知,多关节机械臂系统(2)的位置矢量q将在有限时间内稳定至期望位置矢量qd。

证毕。

注1 由于控制律(14)中符号函数的存在将引起系统状态在到达滑模面后出现来回穿越滑模面的现象,

产生抖振问题,影响控制器的实际应用。为了抑制抖振问题可以采用如下形式的饱和函数[22]代替符号函数。

sat(s1)=
s1/γ,  s1 ≤γ;

sign(s1), s1 >γ,{ (23)

式中,γ 为边界层厚度。

3 数值仿真

以二关节机械臂为验证对象,其动力学模型[14]为
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M11(q) M12(q)

M21(q) M22(q)
é

ë

ê
ê

ù
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é

ë

ê
ê
ê

ù

û
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ú
+

C11(q,q·) C12(q,q·)

C21(q,q·) C22(q,q·)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

q·1

q·2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
+

G1(q)

G2(q)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú+

d1(t)

d2(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

1

2

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
, (24)

式中,正定惯性矩阵各元素为

M11(q)=(m1+m2)l21+m2l22+2m2l1l2cos(q2),

M12(q)=m2l22+m2l1l2cos(q2),

M21(q)=m2l22+m2l1l2cos(q2),

M22(q)=m2l22;
离心力和哥氏力矩阵各元素为

C11(q,q·)=-m2l1l2sin(q2)q·2,

C12(q,q·)=-m2l1l2sin(q2)(q·1+q·2),

C21(q,q·)=m2l1l2sin(q2)q·1,

C22(q,q·)=0;
重力项矢量各元素为

G1(q)=(m1+m2)l1gcos(q2)+m2l2gcos(q1+q2),

G2(q)=m2l2gcos(q1+q2);
仿真中对象参数设定为m1=2.2kg,m2=0.8kg,l1=0.15m,l2=0.1m。
为了验证所提反步有限时间滑模控制算法的有效性,分别对如下2种控制算法进行仿真对比研究,即
算法1:为所提控制算法,其滑模面和控制律分别如式(11)、(14)所示。

算法2:带总和扰动补偿的普通反步滑模控制算法,其滑模面及控制律分别设计如下

s2=λ2ε1+x2-q·d, (25)

=M0(-ε1-z3-λ2ε·1+q··d-κfsign(s1)), (26)

式中,λ2=diagλ21, …,λ2n{ },λ2i>0,i=1,2,…,n;控制器参数κf>max{x3i },i=1,…,n,其中x3i为

系统总和扰动的第i个分量。

为便于对比分析,仿真中2种控制算法的初始条件和控制器部分参数设置相同。机械臂各关节的期望

轨迹为qd= 0.2sin(t) 0.3cos(t)[ ];各关节的初始位置设定为qd(0)= 0.1 0.2[ ];扩张状态观测器的参数

设置为K1=
80 0
0 80

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,K2=

1200 0
0 1200

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,K3=

5200 0
0 8200

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;算法1中,控制器参数设置为λ1=

15 0
0 12

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,β1=2,β2=2.5,φ=0.6,κd=10,κt=5;算法2中,控制器参数设置为λ2=

15 0
0 12

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,κf=10。

假设机械臂系统所受的外部扰动信号为

d1(t)

d2(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

0.1sin(t)+0.01
0.2cos(t)+0.02
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (27)

仿真结果如图1~图5所示。图1为2种算法对系统总和扰动的估计误差曲线;图2为2种算法的状态响应

曲线;图3为2种算法的跟踪误差曲线;图4为2种算法的控制信号;图5为算法1改进的控制信号。由图1
可见在2种算法中三阶扩张状态观测器均能较好地实现对系统总和扰动的估计,即通过合理选择观测器的

参数,系统总和扰动估计误差可以控制在较小的范围内,充分体现了扩张状态观测器对系统总和扰动的估计

能力,提高了系统的鲁棒性能;由图2、图3可见相比于算法2,算法1在存在系统总和扰动的情况下,能够实

现对期望轨迹的有限时间跟踪,具有更短的收敛时间以及很小的稳态误差,保持了较好的动态性能,算法2
收敛速度相对较慢,稳态误差相对较大,且跟踪误差变化曲线存在一定波动;由图5可知当用饱和函数代替

符号函数后可有效抑制系统控制信号的抖振问题,确保控制信号是连续的。
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图1 2种算法的总和扰动估计误差

Fig.1 Thetotaldisturbanceestimationerrors

oftwoalgorithms

  
图2 2种算法的状态响应曲线

Fig.2 Thestateresponsecurvesoftwoalgorithms

图3 2种算法的跟踪误差曲线

Fig.3 Thetrackingerrorcurvesoftwoalgorithms

   
图4 2种算法的控制信号

Fig.4 Thecontrolsignalsoftwoalgorithms

图5 算法1改进的控制信号

Fig.5 Themodifiedcontrolsignalsofalgorithm1
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  为了更好地说明所提算法的跟踪误差控制性能,定义跟踪误差的绝对值积分为

EAI=∫
T

0
ε1i dt,(i=1,2,T 为仿真时间), (28)

  表1为2种算法的跟踪误差性能比较。

表1 2种控制算法的跟踪误差性能比较

Table1 Trackingerrorperformancecomparisonoftwomethods

算法 关节1 关节2

算法1 0.0089 0.0158

算法2 8.2840 0.0372

从表1可以看出算法1具有更小的EAI值,取得了对期望轨迹的精确跟踪性能。基于以上对比分析可

知针对考虑总和扰动情况下的多关节机械臂的跟踪控制问题,所提的基于反步有限时间滑模控制算法相比

于普通反步滑模控制算法具有更好的控制性能。

4 结 论

针对考虑总和扰动情况下的多关节机械臂轨迹跟踪控制问题,提出了一种基于扩张状态观测器的反步

有限时间滑模控制方法。将系统的部分内部动态、参数摄动和外部扰动看成系统的总和扰动,并通过三阶扩

张状态观测器加以实时估计,得到总和扰动的估计值。然后,在此基础上设计反步有限时间滑模控制器。仿

真结果表明与普通反步滑模控制相比所提算法具有更快的收敛速度和更高的控制精度。
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