
第43卷第6期 重 庆 大 学 学 报 Vol.43 No.6
2020年6月 JournalofChongqingUniversity Jun.2020

doi:10.11835/j.issn.1000-582X.2020.06.001

颗粒材料修正的微形态连续体模型研究

修晨曦1,楚锡华1,2

(1.武汉大学 土木建筑工程学院工程力学系,武汉430072;

2.大连理工大学 工业装备结构分析国家重点实验室,辽宁 大连116024)

                                                     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

收稿日期:2020-01-05
基金项目:国家自然科学基金资助项目(11772237,11472196);工业装备结构分析国家重点实验室开放基金资助项目

(GZ19110)。

SupportedbyNationalNaturalScienceFoundationofChina(11772237,11472196)andOpenFundsoftheState

KeyLaboratory ofStructural AnalysisforIndustrial Equipment (Dalian University of Technology)

(GZ19110).
作者简介:修晨曦(1990—),男,武汉大学博士后,主要研究方向:计算固体力学、颗粒材料力学,(E-mail)xiuchx@whu.

edu.cn。

通讯作者:楚锡华(1977—),男,武汉大学教授,博士生导师,主要研究方向:计算固体力学、颗粒材料力学,(E-mail)

Chuxh@whu.edu.cn。

摘要:基于细观力学给出了1个颗粒材料的修正的微形态连续体模型。在该模型中,考虑了颗

粒的平动和转动,且对颗粒间的相对运动进行分解,认为颗粒的细观真实运动(包括平动和转动)是

由细观平均运动与1个表征相对于平均运动的波动组成。对微曲率进行对称修正,推导得到了与

对称应变张量共轭的对称柯西应力张量,与对称微曲率张量共轭的对称偶应力张量,以及与非对称

相对应变张量(微曲率张量)共轭的非对称相对应力张量(偶应力张量)。基于运动分解与对称修

正,最终得到了1个颗粒材料的1阶微形态宏观本构关系。宏观本构关系包括应力 应变关系,偶

应力 微曲率关系,以及相对应力(偶应力)相对应变(微曲率)关系。宏观本构模量通过表征细观

信息的接触刚度、内部长度参数等识别。
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Abstract:A modified micromorphiccontinuum modelisproposedforgranular materialsbasedona
micromechanicsapproach.Inthismodel,acontinuum materialpointisconsideredasagranularvolume
elementwhosedeformationbehaviorisinfluencedbythetranslationandtherotationofparticles.Anda
hypothesisisproposedthatthemicroscopicactualmotionisdecomposedintoamicroscopicaveragemotion
andafluctuationrelatedtotheaveragemotion.Bysymmetriccorrectionofmicrocurvature,asymmetric



Cauchystressandasymmetriccouplestressconjugatedwithasymmetricstrainandasymmetriccurvature
respectively,andasymmetricrelativestressmeasuresconjugatedwithasymmetricrelativestrainmeasures
areobtained.Basedonthisdecompositionandthesymmetrycorrection,first-order micromorphic
constitutiverelationshipsarederivedforgranularmaterialswithinclusionofstress-strainrelation,even
stress-micro curvature relation and relative stress-strain relation.Furthermore,the macroscopic
constitutivemoduliinthemicromorphicmodelareobtainedintheexpressionsofthemicrostructural
informationsuchasthecontactstiffnessandtheinternallength.
Keywords:granularmaterials;micromechanics;micromorphicmodel;microstructure

颗粒材料是指由大量离散固体颗粒及颗粒间孔隙构成的集合体,其具有强烈的非均匀性与复杂的力学

性质,诸如多尺度行为、可破碎性及各向异性等[1-2]。颗粒材料的宏观性质与细观尺度上的颗粒排布、接触刚

度等信息密切相关。Chang等[3]认为通过微结构连续体途径(microstructuralcontinuumapproach)可以考

虑细观结构的影响,基于能够反映细观离散特性的宏观变形量,得到宏观尺度上的本构关系。这种方法已被

大量用于研究颗粒材料的力学行为中[4-5]。该方法的关键是如何建立颗粒材料离散的细观力学响应与宏观

上连续行为之间的联系[6]。值得注意的是,由于考虑颗粒材料的细观离散特性,基于经典连续体的应力应变

定义不再适用,大量研究[7-9]致力于发展颗粒材料细观结构的描述、细观结构应力应变的定义以及如何建立

宏 细观联系等问题。
微形态理论[10-11]发展自 Mindlin[10]与Eringen[11]的微结构理论,同样具有描述复杂微结构变形的能力。

该理论假设物体是由宏观物质与细观物质组成的变形协调体,其每个物质点都是1个微结构胞元,并且引入

相应的宏细观变形自由度用以描述微结构的变形与旋转,适用于复杂微结构的变形模拟。微形态理论得到

了广泛的发展与应用,针对晶体、非均匀材料及分层材料等,相关的微形态弹性、弹塑性本构模型[12-14]也得以

建立。微形态理论同样被应用于颗粒材料的模拟当中。Misra与Poorsolhjouy[15-17]提出了1个基于细观力

学途径的颗粒材料微形态模型,并考察了弹性颗粒介质中的波的传播特性[15,17]。此模型的优势在于对微形

态模型复杂的本构模量通过细观力学的途径进行了识别。修晨曦与楚锡华[18]进一步提出了考虑独立转动

自由度的颗粒材料微形态模型,并对弹性颗粒介质的频散现象与频率带隙进行了预测。
笔者基于微形态理论,给出了1个建立于细观力学途径的颗粒材料的修正的微形态连续体模型。正如

上文所说,此模型可以对复杂的宏观变量用细观力学途径进行识别,这为颗粒材料的多尺度分析提供了一定

的理论依据与参考。不同于 Mindlin-Eringen[10-11]与 Misra-Poorsolhjouy[15-17]的模型,笔者所提出的微形态

模型在以下5个方面进行了修正与改进:1)提出了对称的微曲率张量,从而得到对称的应变张量与对称的微

曲率,以及非对称的相对应变张量与相对微曲率张量,使得其形式上保持协调。此外,对称化处理有助于数

值计算的稳定性与收敛性。而 Misra-Poorsolhjouy模型[15-17]仅有对称的应变张量,微曲率张量非对称。

2)分别得到与对称应变张量和对称微曲率功共轭的对称柯西应力张量和对称偶应力张量。并且其本构模量

Cijkl与Dijkl具有i-j对称的次对称性。而在 Misra-Poorsolhjouy模型[15-17]中,应力张量σij=
1
V􀰐fiLj 非对

称,却与对称的应变张量功共轭,且本构模量Cijkl不具有i-j次对称性。3)引入独立的颗粒转动,颗粒的相对

位移受转动影响。4)忽略2阶的细观变形梯度项,得到1阶的宏观本构关系,包括应力 应变关系、偶应力

微曲率关系以及相对应力量 相对应变量关系,有利于模型的数值实现。5)假设颗粒的细观真实运动(包括

平动与转动)是由细观平均运动与1个相对于平均运动的波动组成。基于以上思想,最终获得基于细观量表

示的宏观本构关系与宏观本构模量,其中对称的柯西应力张量与对称的应变张量共轭,对称的偶应力张量与

对称的微曲率张量共轭,而非对称的相对应力张量(偶应力张量)与非对称的相对应变张量(微曲率张量)
共轭。

1 颗粒的运动描述

根据 Mindlin的微结构理论[10],建立1个全局坐标系x,并考虑1个颗粒集合体的体积单元为V,此时,
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V 代表了1个物质点P,如图1所示。然后在P 的重心建立1个局部坐标系X,保持X 的坐标轴平行于x
的坐标轴,见图1。V 中的颗粒同时具有平动与转动自由度。用c表示V 中参考颗粒的第c个接触颗粒,且
为了简便可将参考颗粒的上标省略,那么根据细观力学方法[3]可以得到接触点的相对位移与相对转动:

δc
i =Uc

i -Ui+eijk Ωc
jRc

k -ΩjRk( ) ,θc
i =Ωc

j -Ωj, (1)

式中:大写的Ui,Ωj,Rk分别为局部坐标系X 下参考颗粒的细观位移、细观转动以及颗粒半径;Uc
i,Ωc

j 与Rc
k

分别为参考颗粒第c个接触点的颗粒的细观位移、转动与半径;eijk为转换符号,i,j=1,2,3。值得注意的是,

Ui与Ωi为X 的1个特定函数与x 和t的任意函数之和[10],即Ui=Ui(x,X,t),Ωi=Ωi(x,X,t)。假设仿射

变形,那么第c个接触点两颗粒的相对位移与转动表示为:

Uc
i =Ui+ψijLc

j,Ωc
j =Ωj +φijLc

j, (2)

式中:Lc
j=Xj-Xc

j为连接接触点上两颗粒中心的分支向量;ψij与φij分别为细观位移梯度与细观转动梯度,
可定义为:

ψij =
∂Ui

∂Xj
=ψij(x,t),φij =

∂Ωi

∂Ωj
=φij(x,t), (3)

由此,可以得到ψij与φij只是x 和t的函数。

图1 物质点P 与其微结构体积单元V 的示意图

Fig.1 SchematicdiagramforamaterialpointPanditsmicrostructuralvolumeelementV

假设颗粒的细观真实运动(平动与转动)是由细观平均运动与1个相对于平均运动的波动组成,如图2
所示。其中,平均位移与平均转动分别表示为ui与ωi,且其与局部坐标系 X 无关,即ui=ui(x,t),ωi=
ωi(x,t)。那么,通过宏细观的位移梯度,可以定义波动部分的梯度:

γij =ψij -ui,j,αij =φij -ωi,j, (4)
式中:ui,j与ωi,j为平均位移与平均转动的宏观梯度。值得注意的是,平均位移可被认为是宏观位移,而宏观

转动则是平均转动与刚体转动之和,如图3所示。因此,应变张量εij可以定义为:

εij =u i,j( ) ≡
1
2 ui,j +uj,i( ) 。 (5)

以相同方式,可以定义微曲率张量κij为平均转动的宏观梯度的对称部分[19]:

κij =ω i,j( ) ≡
1
2 ωi,j +ωj,i( ) 。 (6)

那么,将式(2)与(4)代入式(1)中,接触点的相对位移与相对转动可以求得为:

δc
i =ψijLj +eijk φjlLc

l +Ωj( )Rc
k -ΩjRk[ ] =ψijLj +eijkφjlRc

kLc
l +eijkΩj Rc

k -Rk( ) =
ui,jLc

j +γijLc
j +eijkωj,lLc

lRc
k +eijkαjlLc

lRc
k -eijkΩjLc

k, (7)

θc
i =φijLc

j =ωi,jLc
j +αijLc

j。 (8)
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图2 颗粒细观真实运动分解示意图

Fig.2 Schematicdiagramforadecompositionofmicroscopicactualmotion

图3 宏观位移与转动示意图

Fig.3 Schematicdiagramformacroscopicdisplacementandrotation

2 颗粒材料的宏观本构关系

2.1 接触本构关系

为建立颗粒的细观本构关系,首先对1个颗粒接触对建立局部坐标系,如图4所示。向量n 是接触面的

法向向量,另外两个正交向量s与t在接触面切向平面上:

n=cosαe1+sinαcosβe2+sinαsinβe3,

s=
dn
dα=-sinαe1+cosαcosβe2+cosαsinβe3,

t=n×s=-sinβe2+cosβe3, (9)
式中:e1,e2与e3分别为平行于坐标轴的3个单位向量。通过旋转张量将局部坐标转换为全局坐标,大量研

究[3,20]给出了颗粒的细观本构关系为:

fc
i =Kc

ijδc
j,Kc

ij =Knninj +Ktsisj +titj( ) , (10)

mc
i =Gc

ijθc
j,Gc

ij =Gnninj +Gtsisj +titj( ) , (11)
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式中:fc
i 与mc

i 分别为接触力与接触力矩;Kn与Kt(Gn与Gt)分别为法向与切向接触刚度。

图4 接触点局部坐标系

Fig.4 Localcoordinatesystematacontactpair

2.2 颗粒集合体的应力

从式(7)与(8)中可以看到,对颗粒材料的宏观变形能密度有贡献的变形量为ui,j,γij,ωi,j与αjl,并且注

意到,ui,j与γij的反对称部分以及旋转向量Ωj对宏观变形能密度无贡献。因此,宏观变形能密度W 可以表示

为连续变形量的函数:W=W εij,γij,κij,αij( )。而细观变形能密度wc 为接触点c处细观运动量的函数,其
在V 中体积平均即为宏观变形能密度,可以表示为:

W =
1
V􀰐

n

c=1
wc, (12)

式中:􀰐代表对V 中所有接触求和。式(7)与(8)中δc
i 与θc

i 可以分解为不同的分量对应于不同的变形量,具
体表示为:

δcU
i =ui,jLj,δcu

i =γijLj,δcR
i =eijkωj,lLlrk,δcr

i =eijkαjlLlrk,θcR
i =ωi,jLj,θcr

i =αijLj。 (13)
那么,宏观变形能密度可以表示为:

W =
1
V􀰐

n

c=1
wc δcU

i ,δcu
i ,δcR

i ,δcr
i ,θcR

i ,θcr
i( ) , (14)

从而可以求得与这些变形量共轭的宏观应力量:

σij =
∂W
∂εij

,τij =
∂W
∂γij

,μij =
∂W
∂κij

,νij =
∂W
∂αij

, (15)

式中:σij为柯西应力;τij为相对应力;μij为偶应力;νij为相对偶应力。

对细观变形能密度求偏导,可以得到对应细观运动量δcU
i ,δcu

i ,δcR
i ,δcr

i ,θcR
i ,θcr

i 的颗粒接触力与接触力矩:

∂wc

∂δcη
i

=fcη
i ,
∂wc

∂θcη
i

=mcη
i , (16)

式中:η代表不同分量U,u,R 与r。同时式(10)与(11)中的接触刚度Kc
ij与Gc

ij可以写为对应于δcη
i 与θcη

i 的分

量形式Kcη
ij 与Gcη

ij。因此,将式(14)与(16)代入到式(15)中,宏观应力量可以用细观的接触力与接触力矩

表示。
首先,柯西应力表示为:

σij =
∂W
∂εij

=
1
V􀰐

n

c=1

∂wc

∂δcU
k

∂δcU
k

∂εij
=
1
V􀰐

n

c=1

∂wc

∂δcU
k

∂uk,lLc
l

∂εij
, (17)

式中偏导
∂uk,l

∂εij
需要求得,且注意到

∂uk,l

∂εij
=
∂ul,k

∂εij
,那么,偏导

∂uk,l

∂εij
为:

∂uk,l

∂εij
=
1
2
∂uk,l +∂ul,k

∂εij
=
1
2
2∂εkl

∂εij
=
1
2
∂εkl +∂εlk

∂εij
=
1
2δikδjl +δilδjk( ) 。 (18)

因此,可以求得柯西应力为:
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σij =
∂W
∂εij

=
1
V􀰐

n

c=1

∂wc

∂δcU
k

∂δcU
k

∂εij
=
1
V􀰐

n

c=1

∂wc

∂δcU
k

∂uk,lLc
l

∂εij
=

1
V􀰐

n

c=1
fcU

k
1
2δikδjl +δilδjk( )Lc

l =
1
V􀰐

n

c=1

1
2 fcU

i Lc
j +fcU

j Lc
i( ) ,

(19)

此时,柯西应力σij为对称形式。值得注意的是,在 Misra-Poorsolhjouy模型[15-17]中,σij=
1
V􀰐fiLc

j 并不是一

定对称的,其原因是推导过程中令等式
∂δcU

k

∂εij
=
∂εklLc

l( )

∂εij
成立。而事实上,其正确形式应为

∂δcU
k

∂εij
=
∂uk,lLc

l( )

∂εij
,

如式(13)所示。
同样地,偶应力计算式为:

μij =
∂W
∂κij

=
1
V 􀰐

n

c=1

∂wc

∂δcR
l

∂δcR
l

∂κij
+􀰐

n

c=1

∂wc

∂θcR
l

∂θcR
l

∂κij

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (20)

式中的偏导
∂δcR

l

∂κij
与
∂θcR

l

∂κij
分别为:

∂δcR
l

∂κij
=
∂ωm,nelmkLc

nRc
k

∂κij
=elmkLc

nRc
k
∂ωm,n

∂κij
=
1
2δimδjn +δinδjm( )elmkLc

nRc
k, (21)

∂θcR
l

∂κij
=
∂ωl,nLc

n

∂κij
=
1
2
∂ωl,n +∂ωn,l

∂κij
Lc

n =
1
2
∂κln +∂κnl

∂κij
Lc

n =
1
2δilδjn +δinδjl( )Lc

n。 (22)

那么,求出式(20)的偶应力为:

μij =
∂W
∂κij

=
1
V 􀰐

n

c=1

∂wc

∂δcR
l

∂δcR
l

∂κij
+􀰐

n

c=1

∂wcR

∂θcR
l

∂θcR
l

∂κij

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
V 􀰐

n

c=1
fcR

l
1
2δimδjn +δinδjm( )elmkLc

nRc
k +􀰐

n

c=1
mcR

l
1
2δilδjn +δinδjl( )Lc

n
æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
V􀰐

n

c=1

1
2f

cR
l elikLc

j +eljkLc
i( )Rc

k +
1
V􀰐

n

c=1

1
2 mcR

l Lc
j +mcR

jL
c
i( ) ,

(23)

可以看到,求得的偶应力与柯西应力一样为对称形式。从而,此对称的偶应力与所提出的对称的微曲率功

共轭。
通过相似的推导过程,相对应力与相对偶应力计算式为:

τij =
∂W
∂γij

=
1
V􀰐

n

c=1

∂wc

∂δcu
k

∂δcu
k

∂γij
=
1
V􀰐

n

c=1
f

cu
k
∂γkl

∂γij
Lc

l =
1
V􀰐f

cu
iLc

j, (24)

νij =
∂W
∂αij

=
1
V 􀰐

n

c=1

∂wc

∂δcr
l

∂δcr
l

∂αij
+
∂wc

∂θcr
k

∂θcr
k

∂αij

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
V􀰐fcr

l
∂αmnelmkLc

nrc
k

∂αij
+
1
V􀰐

n

c=1
mcr

k
∂αkl

∂αij
Lc

l =
1
V􀰐

n

c=1
eiklfcr

lLc
nRc

k +
1
V􀰐mcr

iLc
j。

(25)

从而,4个宏观应力量可以通过细观的接触力fc
i、接触力矩mc

i 以及表征微结构尺寸的内部长度Lc
j 和Rc

k 表

示,其中,柯西应力与偶应力为对称形式,相对应力与相对偶应力为非对称形式。

2.3 宏观本构关系

将式(10)与(11)代入到式(19)与式(23)~(25)中,可以求得用宏观应变量表示的宏观应力量。柯西应

力表示为:

σij =
1
V􀰐

n

c=1

1
2 fcU

i Lc
j +fcU

j Lc
i( ) =

1
V􀰐

n

c=1

1
2 KcU

ik uk,lLc
lLc

j +KcU
jl ul,kLc

kLc
i( ) =

1
V􀰐

n

c=1

1
2 KcU

kluk,lLc
iLc

j +KcU
lk ul,kLc

jLc
i( ) =

1
V􀰐

n

c=1

1
2KcU

kl uk,l +ul,k( )Lc
iLc

j =

1
V􀰐

n

c=1
KcU

klLc
iLc

j
æ

è
ç

ö

ø
÷εkl =Cijklεkl。

(26)
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因此,可以看到对 称 的 柯 西 应 力σij 与 对 称 的 应 变εkl 功 共 轭。并 且,值 得 注 意 的 是,本 构 模 量 Cijkl =

1
V􀰐

n

c=1
KcU

klLc
iLc

j
æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
V􀰐

n

c=1
KcU

klLc
jLc

i
æ

è
ç

ö

ø
÷=Cjikl,这就说明本构模量Cijkl具有i-j 的次对称性。然而,在 Misra-

Poorsolhjouy模型[15-17]中,非对称的应力σij与对称的应变εkl共轭,并且,本构模量Cijkl=
1
V􀰐

n

c=1
KcU

ik Lc
jLcl ≠

1
V􀰐

n

c=1
KcU

jk Lc
iLcl =Cjikl ,即不具有i-j的次对称性。

对于式(23)中偶应力,其各项计算公式为:

fcR
l elikLc

jRc
k =KcR

lmδcmelikLc
jRc

k =KcR
nmemkqωk,lLc

lRc
qenipLc

jRc
p =

KcR
nmemkqωk,l Lc

ienlpLc
j( )Rc

pRc
q = KcR

nmemkqenlpLc
iLc

jRc
pRc

q( )ωk,l,
(27)

fcR
l eljkLc

iRc
k =KcR

lnδcneljkLc
iRc

k =KcR
mnenlqωl,kLc

kRc
qemjpLc

iRc
p =

KcR
mnenlqωl,k Lc

jemkpLc
i( )Rc

pRc
q = KcR

mnenlqemkpLc
jLc

iRc
pRc

q( )ωl,k。
(28)

则有

fcR
l elikLc

jRc
k +fcR

l eljkLc
iRc

k = KcR
nmemkqenlpLc

iLc
jRc

pRc
q( ) ωk,l +ωl,k( ) =2KcR

nmemkqenlpLc
iLc

jRc
pRc

q( )κkl。
(29)

而对于mcR
l Lc

j+mcR
jLc

i 也可以同样求出。那么,偶应力最终为:

μij =
1
V􀰐

n

c=1
KcR

mnenlqemkpLc
jLc

iRc
pRc

q
æ

è
ç

ö

ø
÷κkl +

1
V􀰐

n

c=1
GcRklLc

iLc
j

æ

è
ç

ö

ø
÷κkl =Dijklκkl, (30)

式中的Dijkl同样具有i-j的次对称性。近似地,可以求得与非对称的相对应变和相对微曲率共轭的非对称的

相对应力和相对偶应力:

τij =
1
V􀰐

n

c=1
fcu

iLc
j =
1
V􀰐

n

c=1
Kcu

ikδckLc
j =

1
V􀰐

n

c=1
Kcu

ikLc
lLc

j
æ

è
ç

ö

ø
÷γkl =Aijklγkl, (31)

νij =
1
V􀰐

n

c=1
eiklfcr

lLc
jRc

k +
1
V􀰐

n

c=1
mcr

iLc
j =

1
V􀰐

n

c=1
Kcr

nmemkqLc
lRc

penipLc
jRc

q
æ

è
ç

ö

ø
÷αkl +

1
V􀰐

n

c=1
Gcr

ikLc
lLc

j
æ

è
ç

ö

ø
÷αkl =Bijklαkl。

(32)

那么,从式(26)与式(30)~(32)可以看到,宏观本构关系为1阶。这是由于引入独立的颗粒转动自由度,在
一定程度上,它可以代替 Mindlin-Eringen模型[10-11]中2阶的细观变形梯度。同时,宏观本构模量求得为接

触刚度与表征微结构尺寸的内部长度的表达式,且具有i-j次对称性。对称化处理不仅使宏观本构关系在形

式上和谐统一,并且有助于增强数值计算的稳定性与收敛性。

2.4 宏观本构模量的识别

宏观本构模量是接触刚度和内部长度的函数。对于1个体积元V 来说,其中的每个接触点的接触刚度

和分支向量通常是不同的,为了简化计算,假设材料是各向同性的。Chang等[20]提出了1个各向同性的方向

分布密度函数ξα,β( )=1/4π,α,β( ) 为式(9)所示的局部坐标系。因此,宏观本构模量的离散求和可以转化

为积分形式:

Cijkl =
1
V􀰐

n

c=1
KcU

klLc
iLc

j =l2NV∫
π

0∫
2π

0
KcU

klninj( )ξsinαdβdα, (33)

Dijkl =
1
V􀰐

n

c=1
KcR

mnenlqemkpLc
jLc

iRc
pRc

q +
1
V􀰐

n

c=1
GcR

klLc
iLc

j =

l2r2NV∫
π

0∫
2π

0
KcR

mnenlqemkpninjnpnq( )ξsinαdβdα+l2NV∫
π

0∫
2π

0
GcR

klninj( )ξsinαdβdα,
(34)

Aijkl =
1
V􀰐

n

c=1
Kcu

ikLc
lLc

j =l2NV∫
π

0∫
2π

0
Kcu

iknlnj( )ξsinαdβdα, (35)
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Bijkl =
1
V􀰐

n

c=1
Kcr

nmemkqLc
lRc

penipLc
jRc

q +
1
V􀰐

n

c=1
Gcr

ikLc
lLc

j =

l2r2NV∫
π

0∫
2π

0
Kcr

nmemkqnlnpenipnjnq( )ξsinαdβdα+l2NV∫
π

0∫
2π

0
Gcr

iknlnj( )ξsinαdβdα,
(36)

式中:NV表示体积元的接触体积密度,且颗粒尺寸假设相同,则有Lc
j=lnj与Rc

j=rnj。那么,求解上述积

分,就可以得到宏观本构模量:

Ciiii=
l2NV

15 3KU
n +2KU

t( ) ,

Ciijj =
l2NV

15 KU
n +4KU

t( ) ,

Cijij =Cijji=
l2NV

15 KU
n -KU

t( ) ,

Cijkl =0,其他。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(37)

Diiii=
l2r2NV

15 2KR
t( ) +

l2NV

15 3GR
n +2GR

t( ) ,

Diijj =
l2r2NV

15 4KR
t( ) +

l2NV

15 GR
n +4GR

t( ) ,

Dijij =Dijji=
l2r2NV

15 -KR
t( ) +

l2NV

15 GR
n -GR

t( ) ,

Dijkl =0,其他。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(38)

Aiiii=
l2NV

15 3Ku
n+2Ku

t( ) ,

Aiijj =Aijji=
l2NV

15 Ku
n-Ku

t( ) ,

Aijij =
l2NV

15 Ku
n+4Ku

t( ) ,

Aijkl =0,其他。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(39)

Biiii=
l2r2NV

15 2Kr
t( ) +

l2NV

15 3Gr
n+2Gr

t( ) ,

Biijj =Bijji=
l2r2NV

15 -Kr
t( ) +

l2NV

15 Gr
n-Gr

t( ) ,

Bijij =
l2r2NV

15 4Kr
t( ) +

l2NV

15 Gr
n+4Gr

t( ) ,

Bijkl =0,其他。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(40)

式中i≠j。

3 平衡方程与边界条件

根据能量守恒,外力做功转化为动能与势能,则由哈密顿原理可以得到在边界为S 的体积元V 中有:

δ∫
t

0
T-W( )dt+∫

t

0
δWextdt=0, (41)

式中:W 为总势能;T 为总动能;δWext为外力功的变分。并且,W ≡∫V
wdV,其中,w 为总势能密度,其变分为:

δw=σijδεij +τijδγij +μijδκij +νijδαij =σijδui,j +τij δψij -δui,j( ) +μijδχi,j +νij δφij -δωi,j( ) =
σij -τij( )δui,j +τijδψij + μ( ij -νij)δωi,j +νijδφij =

σij -τij( )δui[ ] ,j - σij -τij( ) ,jδui+τijδψij + μ( ij -νij)δωi[ ] ,j - μij -νij( ) ,jδωi+νijδφij。
(42)
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又如图3所示,宏观转动为细观平均转动与刚体转动之和,即有

Γi=ωmacro
i =eijkuk,j +ωi, (43)

那么,式(42)中有:

μ( ij -νij)δωi[ ] ,j - μij -νij( ) ,jδωi=

μ( ij -νij)δΓi[ ] ,j - μ( ij -νij)δeiklul,k[ ] ,j - μij -νij( ) ,jδΓi+ μij -νij( ) ,jδeiklul,k =

μ( ij -νij)δΓi[ ] ,j - eikl μ( ij -νij)δul[ ] ,kj + eikl μij -νij( ) ,kδul[ ] ,j - μij -νij( ) ,jδΓi+
eikl μij -νij( ) ,jδul[ ] ,k - eikl μij -νij( ) ,j[ ] ,kδul = μ( ij -νij)δΓi[ ] ,j - elki μ( lj -νlj)δui[ ] ,kj +

elki μlj -νlj( ) ,kδui[ ] ,j - μij -νij( ) ,jδΓi+ elki μlj -νlj( ) ,jδui[ ] ,k -elki μlj -νlj( ) ,jkδui。
(44)

因此,可以求得总势能W 的变分为:

δW =∫V
- σij -τij( ) ,j -elki μlj -νlj( ) ,jk[ ]δuidV+∫V

- μ( ij -νij),j[ ]δΓidV+∫V
τijδψijdV+

∫V
νijδφijdV+∫s

σij -τij( )nj +elki μlj -νlj( ) ,knj +elki μlj -νlj( ) ,jnk[ ]δuidS+

∫s
μij -νij( )nj[ ]δΓidS-∫s

elki μ( lj -νlj)δui[ ] ,knjdS=∫V
- σij -τij( ) ,j -elki μlj -νlj( ) ,jk[ ]δuidV+

∫V
- μ( ij -νij),j[ ]δΓidV+∫V

τijδψijdV+∫V
νijδφijdV+∫s

σij -τij( )nj +elki μlj -νlj( ) ,jnk[ ]δuidS+

∫s
μij -νij( )nj[ ]δΓidS-∫s

elki μlj -νlj( )njδui,kdS。

(45)
同时,式(41)中的外力功的变分可以表示为:

δWext=∫V
fiδuidV+∫V

miδΓidV+∫V
FijδψijdV+∫V

RijδφijdV+∫s
tiδuidS+∫s

ΜiδΓidS,

(46)
式中:fi,mi,Fij,Rij分别为单位体积内的体力、力矩、2阶体力和2阶力矩;ti与Μi分别为单位面积上的面力

与力矩。此外,总动能的变分为:

δ∫
t

0
Tdt=-∫

t

0
dt∫V

ρu
··

iδui+ρ'I'ψ
··

ijδψij +ρIΓ
··

iδΓi+ρ'J'φ
··

ijδφijdV, (47)

式中:ρ为宏观质量密度;ρ'为细观质量密度;I,I',J'分别为惯性矩。为简化分析,假设体积元V 中的颗粒大

小相等且规则排布。此时每个颗粒可以看作为1个胞元(例如Voronoi胞元),并假定颗粒分布在体积元的

整个体积内,如图5所示,那么,ρ就代表胞元及体积元的等效密度,ρ'代表固体颗粒的密度,2d 为胞元的边

长,则有I=
2
3d

2,I'=
3
5r

2,J'=
1
2r

4以及ρ
ρ'
=
πr3

6d3。

图5 颗粒胞元示意图

Fig.5 Schematicdiagramformicrocells

9第6期 修晨曦,等:颗粒材料修正的微形态连续体模型研究



从而,将式(45)~(47)代入式(41)中,可以得到:

∫V
σij -τij( ) ,j +elki μlj -νlj( ) ,jk +fi-ρu

··

i[ ]δuidV+∫V
-νij +Rij -ρ'Jφ

··
ij[ ]δφijdV+

∫V
μ( ij -νij),j +mi-ρIΓ

··

i[ ]δΓidV+∫V
-τij +Fij -ρ'I'ψ

··
ij[ ]δψijdV+

∫s
ti- σij -τij( )nj -elki μlj -νlj( ) ,jnk[ ]δuidS+

∫s
Μi- μij -νij( )nj[ ]δΓidS+∫s

elki μlj -νlj( )nj[ ]δui,kdS=0。

(48)

为了使式(48)成立,要求式中每一项均为0,那么,就可以得到4组平衡方程:

σij -τij( ) ,j +eilk μlj -νlj( ) ,jk +fi=ρu
··

i,

μ( ij -νij),j +mi=ρIΓ
··

i,

-τij +Fij =ρ'I'ψ
··

ij,

-νij +Rij =ρ'J'φ
··

ij。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(49)

以及3组边界条件:

σij -τij( )nj +eilk μlj -νlj( ) ,jnk =ti,

μij -νij( )nj =Μi,

eijl μlk -νlk( )nk =0。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(50)

4 结 论

颗粒材料的细观力学方法已经被应用于发展颗粒材料的微形态模型当中,基于此方法发展的颗粒材料

宏观连续体模型可以反映材料的细观结构信息。针对颗粒材料提出了1个基于细观力学的修正的微形态模

型,对微曲率张量进行了对称修正,推导出了与对称微曲率张量共轭的对称偶应力张量。结果得到,对称柯

西应力和对称偶应力分别与对称应变和对称微曲率共轭,非对称相对应力和非对称相对偶应力分别与非对

称相对应变和非对称相对微曲率共轭。此对称化处理有助于数值计算的稳定性与收敛性。引入了颗粒的独

立转动自由度,从而得到1个较完备的变形模式。并且,假设了颗粒的细观真实运动(包括平动与转动)是由

细观平均运动与1个相对于平均运动的波动组成。在此基础上,根据材料的细观结构信息,推导出颗粒材料

的微形态宏观本构关系与宏观本构模量。宏观本构关系为1阶本构关系,包括应力 应变关系、偶应力 微曲

率关系、相对应力 相对应变关系以及相对偶应力 相对微曲率关系。此外,1阶的本构关系在数值实现方面

更具优势。而宏观本构关系与宏观本构模量由表征细观信息的接触刚度、内部长度参数等进行识别,这对于

进行颗粒材料的多尺度分析有一定的优势与参考价值。
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