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摘要:随着增材制造技术的快速发展,基于三周期极小曲面(triplyperiodicminimalsurface,

TPMS)的点阵结构因具有轻质高强度、连通性好、拓扑结构可控等优点,在结构轻量化设计、生物

植入物中得到广泛应用。但TPMS点阵结构的建模存在过程繁琐、易出错、计算时间长等问题,如

何高效、稳定地建模出具有复杂轮廓的TPMS点阵结构成为亟待解决的问题。笔者基于TPMS和

体素距离场提出了一种复杂轮廓TPMS点阵结构的建模方法。通过移动立方体法构建TPMS单

元三角面片模型;基于点与几何模型的拓扑位置关系,将空间中的点体素化,并提取模型轮廓边界

的点。通过计算边界点的距离场,并与TPMS的距离场进行布尔运算,实现复杂轮廓TPMS点阵

结构的建模。实例验证表明,该方法能够高效、稳定地建模复杂轮廓TPMS点阵结构。
关键词:增材制造;点阵结构;体素化;符号距离场;三周期极小曲面
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Modelingofcomplexcontourlatticestructurebasedontriply
periodicminimalsurfaceandvoxeldistancefield
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Abstract:Withtherapiddevelopmentofadditivemanufacturingtechnology,thelatticestructurebasedon
triplyperiodicminimalsurface(TPMS)hasbeenwidelyusedinstructurallightweightdesignandbiological
implantsbecauseofitsadvantages,suchaslight weight,highstrength,goodconnectivity,and
controllabletopology.However,therearesomeproblemsinthemodelingofTPMSlattice,suchastedious
process,error-prone,andlongcalculationtime.HowtomodelaTPMSlatticestructurewithcomplex
contoursefficientlyandstablyhasbecomeanurgentproblemtobesolved.Therefore,basedonTPMSand
voxeldistancefield,amodelingmethodofcomplexcontourTPMSlatticeisproposedinthispaper.The
triangularpatchmodelofTPMSunitismodeledbythemarchingcubemethod.Basedonthetopological
positionrelationshipbetweenthepointsandthegeometricmodel,thepointsinthespacearevoxelized,and
thepointsonthecontourboundaryofthemodelareextracted.Bycalculatingthedistancefieldofthe



boundarypointsanddoingBooleanoperationwiththedistancefieldofTPMS,themodelingofacomplex
contourTPMSlatticestructureisrealized.Theverificationofanexampleshowsthatthemethodproposed
inthispapercanmodelthecomplexcontourTPMSlatticestructureefficientlyandstably.
Keywords:additivemanufacture;lattice;voxelization;signdistancefield;triplyperiodicminimalsurface

近年来增材制造技术的快速发展使复杂点阵结构的加工制造成为可能,基于三周期极小曲面(triply
periodicminimalsurface,TPMS)的点阵结构因具有轻质高强度、连通性好、拓扑结构可控等优点[1-2],在结

构轻量化设计、生物植入物中得到广泛应用[3-4],受到国内外专家学者的关注[5-6]。
围绕TPMS点阵结构建模设计的研究主要分为空间单元映射和布尔运算两类方法。空间单元映射是通

过对实体进行六面体网格划分,将标准的TPMS单元用形函数分别映射到实体中的每个六面体单元,从而构

建出异构点阵结构模型[7-8]。张壮雅等[9-10]通过形函数变换以及模板法对点阵结构进行局部加密,设计出孔

隙可控的TPMS点阵结构。空间单元映射法构建的TPMS点阵结构一定程度上可以拟合不规则实体的轮

廓,在力学性能和模拟天然组织的多孔结构上也有较为优异的表现,但由于六面体单元尺寸及制造工艺的限

制,存在轮廓拟合精度不高、无法保证加工质量、拓扑结构不易调整等问题。
布尔运算法通过将隐函数表示的TPMS单元点阵结构与复杂轮廓实体进行布尔运算来解决空间单元映

射法存在的问题[11-12]。Yoo[13]提出了一种基于距离场和TPMS的布尔运算算法,可以获得具有复杂微观结

构和较高质量的点阵结构。刘飞[14]系统地研究了包括密度梯度、单元尺寸梯度、异构结构梯度的TPMS点

阵单元建模。Aremu等[15]提出了一种基于体素的点阵结构建模制造方法,构造点阵结构蒙皮来解决点阵结

构在实体边界处悬空的问题,改善力学性能。虽然通过手动调整TPMS的隐函数参数,可以控制TPMS点

阵结构的拓扑,但无法根据模型的受力情况自动、灵活地调整。许多学者通过将TPMS与拓扑优化相结合,
从而建模具有应力自适应性的TPMS点阵结构。Cheng等[16]根据拓扑优化后的应力分布来填充梯度的杆

状点阵结构,提高了结构拓扑优化后的力学性能。Kim等[17]通过多尺度的拓扑优化,将微观点阵结构嵌入

到实体拓扑优化后得到的空白区域内,从而提高结构的刚度和结构的能量吸收率。Li等[18]使用一种拓扑设

计方法,通过将TPMS与基于密度的拓扑优化相结合,开发了基于TPMS的功能梯度点阵结构。但布尔运

算法建模的点阵结构存在大量的三角面片错误,甚至会导致运算失败。而传统的基于距离场的复杂轮廓点

阵结构设计,虽然可以解决上述问题,但是存在计算量大,运算时间过长的问题。
为解决TPMS点阵结构建模中遇到的速度慢、过程繁琐、易出错的问题,基于体素距离场和TPMS提出

了一种简便、高效的复杂轮廓TPMS点阵结构建模方法。通过移动立方体法实现TPMS单元三角面片模型

的建模;对空间域中点与几何模型的拓扑位置关系进行判定,将空间中的点体素化;通过计算体素的邻域体

素数量,获取位于模型边界的点集;求解点集相对于几何模型轮廓的距离场,并与TPMS曲面的距离场进行

布尔运算,从而构建具有复杂轮廓的TPMS点阵结构。

1 基于TPMS的单元建模

1.1 TPMS点阵结构的数学表达

TPMS是一种基于数学表达的隐式曲面,是一类在3个独立的方向上呈现周期性变化的极小曲面。因

此将TPMS用于点阵结构建模,并可通过修改数学表达式中的常数来调整点阵结构的特征变化。TPMS的

点坐标可通过如下的Enneper-Welerstrass参数化方程精确表达。

x=Reeiθ∫
ω

ω0
(1-τ2)R(τ)dτ( ) ,

y=Reeiθ∫
ω

ω0
(1+τ2)R(τ)dτ( ) ,

z=Reeiθ∫
ω

ω0
2τR(τ)dτ( ) 。
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(1)

式中:τ表示一个复变量;ω 为一个称为Bonnet的角度;Re是笛卡尔坐标中任意一点轮廓积分的实部;i为虚
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数,满足i2=-1;R(τ)为随不同曲面而变化的函数,R(τ)是 Weierstrass函数,对于不同类型的周期曲面

R(τ)的表达式不同,比如primitive、gyroid、diamond周期曲面R(τ)=1/
 
1-14ω4+ω8,不过该参数形式

能表达的曲面类型比较有限。与参数化的表达相比,TPMS的通用表示形式为

(r)=􀰐
K

k=1
Akcos

2πr
λk

+Pk
é

ë
êê

ù

û
úú=C。 (2)

式中:Ak为函数的振幅;λk为三角函数的周期;Pk为函数的相对移动量;函数变量C(也称为距离常数)控制

曲面的偏移量;K 为三角函数个数;r为自变量。近似的TPMS是用隐式函数来表述的,并且在曲面上各点

均有恒定的值,具有这种性质的曲面也被称为等值面。表1列出了6种典型的TPMS函数,其中前3种可以

通过封闭曲面来生成杆状TPMS点阵结构;后3种通过将曲面的C 值分别朝两个方向偏移,并封闭两个曲

面的中间区域来生成壳状TPMS点阵结构。

表1 TPMS的隐函数表达式

Table1 ImplicitfunctionexpressionofTPMS

名称 函数

Primitive(简称P) cos(X)+cos(Y)+cos(Z)+C=0

Gyroid(简称G) cos(X)sin(Y)+cos(Y)sin(Z)+cos(Z)sin(X)+C=0

Diamond(简称D) cos(X)cos(Y)cos(Z)-sin(X)sin(Y)sin(Z)+C=0

Shellprimitive(壳体P) [cos(X)+cos(Y)+cos(Z)]2-C2=0

Shellgyroid(壳体G) [cos(X)sin(Y)+cos(Y)sin(Z)+cos(Z)sin(X)]2-C2=0

Shelldiamond(壳体D) [cos(X)cos(Y)cos(Z)-sin(X)sin(Y)sin(Z)]2-C2=0

表中X=2πx/T,Y=2πy/T,Z=2πz/T,通过改变周期T 的值,可以改变点阵结构的单胞大小。通过

改变距离常数C,调整曲面的偏移可以改变点阵结构单胞的体积分数。

1.2 距离场

距离场是几何模型的一种高效数字化表示方式,其定义为空间域中的点集与几何模型的距离的标量场,
每个点的标量的绝对值表示该点与几何模型的最小距离,标量的正负表示该点是否在模型的内部。如图1
所示,负值表示该点在模型内部,正值表示该点在模型外部。对于TPMS而言,空间中某点P0(x0,y0,z0)到
曲面的距离为

(P0)=􀰐
K

k=1
Akcos

2πP0

λk
+Pk

é

ë
êê

ù

û
úú 。 (3)

图1 距离场概念示意图

Fig.1 Schematicdiagramoftheconceptofdistancefield
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1.3 TPMS单元建模

TPMS单元的建模是通过移动立方体(marchingcubes,MC)法,首先将建模空间划分为若干个小的立方

体区域,通过求解TPMS曲面,获取每个立方体与曲面的关系,并通过插值的方法来获取与TPMS曲面近似

的等值面,具体的建立过程如下。

1)在建模空间中,TPMS曲面 =0会将空间分隔成两个独立的子空间 <0和 >0,分别为内部区域和

外部区域,如图2所示。

图2 TPMS单元表征空间

Fig.2 ElementrepresentationspaceofTPMS

2)将建模空间体素化为若干个立方体,立方体的长宽高尺寸即为TPMS曲面在三个维度上的采样精度。

将立方体的八个顶点分别代入TPMS的隐函数方程式(2)中求解,若大于0,则将该点的状态置1;若小于0,

则将该点的状态置0,从而得到立方体的8位二进制状态值cubeIndex,总共有256个状态。

3)若cubeIndex=0或cubeIndex=255,则表示该立方体不与TPMS曲面相交,其余的254个状态值表

示该立方体与TPMS等值面相交。同理,若立方体上的某一条棱边上的两个点P(xi,yi,zi)、P(xj,yj,zj)

的状态值不同(其对应的函数值分别用 i,j表示),表示该边与等值面相交,有交点P(x0,y0,z0),根据线性

插值理论可得:

x0=xi+k1(xj -xi),

y0=yi+k1(yj -yi),

x0=zi+k1(zj -zi),

k1=
i

i- j

。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(4)

  4)根据cubeIndex查找边索引表及三角剖分索引表,得到每个立方体的边状态edgeStatus和三角剖分

状态triaStatus,通过edgeStatus及线性插值理论,求得交点的坐标值,并根据三角剖分状态triaStatus连接

各个交点,组成与等值面近似拟合的三角面片。

5)连接所有立方体求解出的三角面片,便获得TPMS的拟合曲面。
通过上述步骤,建立表1中的TPMS曲面单元如图3所示。
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图3 TPMS单元

Fig.3 TPMSElements

2 体素距离场的计算

复杂轮廓点阵结构的建模是通过对给定空间域中的距离场进行布尔运算,如式(5)所示:

modelLattice= model∩ TPMS=max( model, TPMS), (5)

式中: model、 modelLattice和 TPMS分别表示空间域中几何模型和TPMS曲面的距离场。因此,首先需要分别计算

给定几何模型包围盒(将模型包含在内的三维长方体区域)中TPMS曲面的距离场以及几何模型的距离场,
而距离场的计算量取决于采样精度,例如在10mm 1́0mm 1́0mm的空间域中,采样精度取为0.1[19],则需

要计算的点的数量为1.0×106。如上所述,由于已知TPMS曲面的隐函数方程,计算TPMS曲面的距离场

速度较快。而在增材制造的前处理中,几何模型通常是由STL格式文件定义,几何特征由三角面片拟合而

成,因此对几何模型的距离场求解实质上是计算空间采样点到三角面片集􀰐 △s的最短距离,计算量随采

样精度提高成几何倍数增大。而将几何模型填充成点阵结构,实际上是求相交后的距离场的0值等值面,而
几何模型的距离场只在轮廓上存在0值。因此提出了一种几何模型边界体素提取算法,在不降低建模的点

阵结构质量的情况下,大大减少需要计算距离场的采样点数量。

2.1 复杂轮廓点阵结构的边界点提取

为了提取位于复杂轮廓点阵结构的边界的采样点,首先需要将点体素化,即将点的状态置为0或1,本研

究中将位于模型内部的点状态置为激活态1,位于模型外部的点置为未激活态0。采用射线法[20]判断点与三

角面片组成的模型的拓扑位置关系的算法已经比较成熟,即从查询点朝任意方向发出一条射线,如果点在模

型内部,则与模型的交点个数为奇数,否则为偶数,如图4所示。

图4 拓扑关系算法原理图

Fig.4 Schematicdiagramoftopologicalrelationalgorithm
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在将空间中的点体素化后,提取体素化模型边界上的体素,将其称为边界体素。边界体素可以根据该体

素周围处于激活态的体素数量来判断。在二维空间中,处于内部的体素,周围共有8个体素是处于激活状

态,而边界的体素周围处于激活态的体素少于8个,如图5示;而在三维空间中,一个体素点的周围共有26
个体素(面相邻6个,边相邻12个,点相邻8个)。由于上述体素点均在模型轮廓内部,因此将其定义为内部

边界体素。若位于模型内部空间域中的体素点状态用矩阵Iijk表示,边界上的体素点用矩阵BIijk表示,则有如

下计算公式。

BIijk =
1, 如果(Iijk =1)∧ (f(Iijk)<8);

0, 否则。{ (6)

式中:i,j,k分别表示矩阵中的行、列、页索引,f(Iijk)表示体素点Iijk周围的被激活的体素点的数量。

图5 内外体素点示意图

Fig.5 Schematicdiagramofinternalandexternalvoxelpoints

由 MC算法的原理可知求解曲面的拟合三角面片需要让空间中的立方体与轮廓相交,再进行插值运算。
因此,除了获取内部的边界体素点,还需要获取外部的体素点。通过对体素点矩阵Iijk进行膨胀,即把模型体

素周围的26个体素点激活,使激活的点可以覆盖模型的轮廓,并再次取其边界体素,得到的体素点定义为外

部边界体素点,用矩阵BOijk表示。最后,对得到的内部边界体素点矩阵BIijk和外部边界体素点矩阵BOijk做合

并的布尔运算,即可得到边界体素点矩阵Bijk,数学模型如式(7)所示。

Bijk =max(BIijk,BOijk);

BIijk =fbw(Iijk);

BOijk =fbw(fdil(Iijk))。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(7)

式中:fbw表示提取体素模型边界体素点的算法函数;fdil表示对体素模型进行膨胀处理的算法函数。图6所

示为二维空间中一个正六边形区域的边界体素点提取过程。

图6 正六边形边界体素点提取过程

Fig.6 Extractionprocessofvoxelpointsontheboundaryofaregularhexagon
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2.2 复杂轮廓点阵结构的符号距离场计算

假定复杂轮廓的几何模型由一组三角面片􀰐 △s(例如STL、OBJ文件格式)组成,则无符号距离场的

定义为空间域中的采样点P 与􀰐△s的最短欧式距离dist(P),Pt表示其对应的三角面片,如式(8)所示:

dist(P)= min
Pt∈􀰐△s

Pt-P 。 (8)

  为了区分点与几何封闭模型的拓扑关系,模型的距离场一般使用符号距离场(signeddistancefunction,

SDF)。SDF返回空间域中采样点到模型轮廓的最小距离,符号表示点P 与模型的拓扑关系,则空间采样点

到模型轮廓的SDF公式如下。

dist(P)=sign(P) min
Pt∈􀰐△s

Pt-P ;

sign(P)=
-1,ifP ∈M,

1,ifP ∉M。{

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(9)

式中M 表示模型内部。计算采样点到􀰐△s的最短距离采用正交投影算法[21],算法基本原理是将点到三

角形的距离分为如图7所示的3种情况:

1)当点P 正交投影于三角形△内部的时候,距离dist(P)为点到三角形所在平面的最短距离。

2)当点P 正交投影于三角形△的3条边上时,距离dist(P)为点到边的最短距离。

3)当点P 正交投影于三角形△的3个顶点上时,距离dist(P)即为点与点的距离。

图7 计算点到空间三角形的最小距离的3种情况

Fig.7 Threecasesforthecalculationofminimumdistancefromapointtoatriangle

根据2.2节中计算的边界体素点状态矩阵Bijk从空间点集中取出边界体素点坐标,并计算距离场。由于

模型内部是由TPMS填充,可将模型内部的点的距离标量设置为小于TPMS距离场最小值的任意值;为使

模型外部的点的距离场不影响到0等值面插值运算,只需将模型外部的点距离场值置为大于TPMS的距离

场的最大值即可。复杂轮廓TPMS点阵结构的距离场数学模型如式(10)所示。

dist(P)=sign(P) min
Pt∈􀰐△s

Pt-P ,  P ∈CP(find(Bijk =1));

dist(P)=min( TPMS)-1,  P ∈CP(find(Inijk =1));

dist(P)=max( TPMS)+1,  P ∈CP(find(IOijk =1));

Inijk =Iijk ⊕BIijk,IOijk = (Iijk ∪BOijk)。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(10)

式中:Inijk表示模型内部的体素,IOijk表示模型外部的体素,CP 表示包含点坐标的矩阵。在获得TPMS曲面

及几何模型在包围盒空间中的距离场后,通过式(5)进行布尔运算,便能获得具有几何模型轮廓的TPMS点

阵结构的距离场。

3 复杂轮廓点阵结构建模

为了验证提出的建模方法的鲁棒性和有效性,对一组具有任意形状和拓扑结构的几何模型进行点阵结

构填充。图8所示为构建具有股骨轮廓的TPMS点阵结构的流程示意图。点阵结构建模算法使用 Matlab
编写,运行的电脑环境为I5-8500,3GHzCPU,运行内存16GB,程序只要读入模型的STL文件,便能自动运

算并输出TPMS点阵结构的STL文件。如图8~9所示,根据本文中提出的算法设计的程序成功生成了具
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有薄壁圆筒轮廓和股骨轮廓的P和G单元点阵结构。测试结果见表2,可见本文中提出的方法与原始的求

解全局采样点的距离场方法相比较,可有效减少需要求解距离场的点的数量。在建模具有股骨轮廓的点阵结

构时,原算法中的距离场计算时间为本算法的41倍;在建模具有薄壁圆筒轮廓的点阵结构时,原算法中的距离

场计算时间为本算法的31倍。距离场计算时间大幅缩短是因为需要计算距离场的采样点数量大幅减少。设模

型的包围盒长宽高分别为L、W、H,模型的表面积为S,采样精度为a,则时间缩短倍数可由式(11)估算:

F ≥
(L/a+1)×(W/a+1)×(H/a+1)

S/a2 ≥
a×(L+a)×(W +a)×(H +a)

S
。 (11)

图8 股骨轮廓的点阵结构建模示意图

Fig.8 Schematicdiagramofmodelinglatticestructureoffemoralcontour

图9 薄壁圆筒轮廓的点阵结构

Fig.9 Latticestructureofthin-walledcylinder

  从图8~9可见构建的点阵结构模型具有平滑的几何轮廓,证明了本文中提出的建模方法具有良好的轮

廓适应性,能够在构建TPMS点阵结构的同时保留原始几何模型的轮廓特征,能够稳定地对具有复杂轮廓的

TPMS点阵结构建模。
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表2 建模参数对比

Table2 Comparisonofmodelingparameters

模型

名称
整体尺寸

三角面片

数量

采样点

数量

边界体素

计算时间/s

距离场

计算时间/s

原距离场

计算时间/s[13]

股骨-P 20×20×14 424290 5.6×106 78 410 1.7×104

股骨-G 20×20×14 521354 5.6×106 76 414 1.7×104

圆筒-P 40×40×20 4767164 3.2×107 313 1017 3.2×104

圆筒-G 40×40×20 3693576 3.2×107 316 1028 3.2×104

4 结 论

提出了一种高效的复杂轮廓点阵结构建模方法,采用隐函数表达的TPMS作为点阵结构单元,通过构建

TPMS曲面的空间距离场,再使用移动立方体法来重建TPMS曲面的拟合等值面,为设计具有复杂轮廓的

点阵结构提供了基础。同时提出了一种基于体素的几何模型距离场计算方法,通过将空间采样点体素化,并
提取边界体素,膨胀体素矩阵,再次提取边界体素,实现了几何模型轮廓边界点的快速提取,显著提高了点阵

结构建模过程中的几何模型距离场的计算速度。最后通过对TPMS曲面的距离场及几何模型的距离场进行

布尔运算,并拟合等值面,构建出了具有复杂几何轮廓的点阵结构。该方法可进一步扩展到各种功能性复杂

轮廓TPMS点阵结构的建模,比如功能梯度TPMS点阵结构、应力自适应TPMS点阵结构等,为拓宽TPMS
单元类型点阵结构的应用提供了一种稳定、高效的建模方法。
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