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矩形板中应力波主波和次波的传播与反射

李 曦，刘占芳
（重庆大学  航空航天学院，重庆 400044）

摘要：弹性应力波的修正理论指出关于体积应变的波动方程与现有理论一致，但发展了一组关

于体积应变和偏应变的弱耦合波动方程。针对矩形板受侧向集中载荷冲击下应力波的波动问题，

建立了应力波传播的两组控制方程以及加载面和自由面的波动边界条件。采用有限差分方法求解

波动方程，数值分析了应力波关于主波和次波的传播以及自由面上斜入射波的反射过程。偏应变

在传播过程中分裂为两部分，一部分与体积应变共同传播组成主波，另一部分传播较慢形成次波。

数值模拟结果显示与冲击载荷下纳钙玻璃板中应力波的传播图像是完全符合的。
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Propagation and reflection of stress wave about primary and 
secondary waves in rectangular plates
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Abstract: The modified theory of elastic stress waves asserts that the wave equations governing volume strain are 

consistent with existing theories, but a new set of weakly coupled wave equations encompassing both volume 

strain and partial strain has been developed. To address the problem of stress wave fluctuation caused by a 

concentrated load impact on a rectangular plate, two sets of control equations for stress wave propagation as well 

as the fluctuation boundary conditions of loading surface and free surface are established in this paper. The finite 

difference method is used to solve the wave equation, and the stress wave is simulated numerically for the 

propagation of the main and secondary waves and the reflection process of oblique incident waves on the free 

plane. During propagation, the partial strain splits into two parts: one part propagates together with the volume 

strain, forming the main wave, while the other part propagates at a slower pace, resulting in the formation of a 

secondary wave. The numerical simulation results show complete consistency with regard to the propagation 

image of the stress waves in the nanocalcium glass plate under shock loading.
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应力波理论大量运用于透明装甲 [1-2]、爆炸与冲击破坏 [3]等军事领域。由于武器和战争的升级，对透明装

甲的材料、工艺等方面提出了越来越高的要求 [4]。玻璃是目前重要的装甲选用材料之一，通过对玻璃平板受

冲击后的材料性能的理论与实验研究 [5]，进而改善玻璃的弹道性能 [6]从而满足更多复杂环境下对装甲的需

求。而弹性应力波理论及其数值模拟则是上述领域中研究工作开展的重要基础之一。应力波理论描述了固

体中质点速度变化和相应的应力、应变变化 [7]，尤其是针对各向同性线弹性体中的应力波波动问题的研究一

直延续至今 [8-14]，形成了一套理论体系。然而，现有的弹性应力波理论还不够完善，在理论及工程应用中仍存

在诸多问题。

对于体积波方程：

( λ + 2μ ) ∇2θ = ρ
∂2θ

∂t2
。 (1)

式中：λ、μ为拉梅参数；ρ为材料密度；∇ 为哈密尔顿算子；体积应变 θ = ∇ ⋅ u 为位移的散度。该方程为标准

的双曲方程，体积波的波速表示如下：

c1 =
( λ + 2μ )

ρ
=

( )K +
4
3

G

ρ
。 (2)

体积波波速同时与体积模量和剪切模量有关，体积模量联系静水压力与体积应变，不难理解体积波波速

与体积模量有关。而剪切模量联系偏应变和偏应力，然而体积波方程中波动变量为体积应变，不包含偏应

变，故波速与剪切模量相关缺乏逻辑联系。

对于旋转波方程：

μ∇2ω = ρ
∂2ω

∂t2
。 (3)

式中，ω为旋转矢量 [15]或转角，用以表达弹性体内连续的转角。旋转波方程波动变量为转角，但经典弹性力

学缺少与之对应的共轭内力偶 [16]，这是不完备的。旋转矢量作为角矢量ω，表示为：

ω =
1
2

∇ × u， (4)

即角矢量为位移旋度的一半。根据偶应力弹性理论 [17]，反对称应力 τ与旋转矢量有关：

τ = -η∇2ω ⋅ ϵ (5)

式中，ϵ为置换张量。经典弹性力学忽略了反对称应力，即反对称应力为零；式(5)右端也为零，则以旋转矢量

为波动变量的波动方程不应存在。

观察旋转波的波速，该方程为标准双曲方程，波速为：

c2 =
μ
ρ

=
G
ρ
。 (6)

该波速决定于剪切模量。由本构关系可知，剪切模量联系着偏应力与偏应变，没有直接关联于转动，所以这

一点也与所谓旋转波的运动存在内在冲突。

此外，各种冲击实验现象表明，应力波理论需要进一步完善。冲击加载下固体中的压缩波在自由表面反

射时出现的材料层裂 [18-19]并不是简单的拉压破坏，而是伴随着剪切破坏，说明应力波界面反射时不仅仅只有

静水压力的影响，还应有剪应力的作用，但现有波动理论缺少产生剪切作用的波动方程。平板冲击实验中观

测到的自由面速度二次压缩信号 [20-21]与一维应变假设矛盾，即当平板撞击简化为一维应变冲击时，理论上就

排除了偏应变的传播，而自由面速度的二次压缩信号又对应着一个未知的波速较慢的波，对这个波的解释也

需要改进现有的应力波理论。诸多材料受超高速撞击的弹道实验 [22-23]现象也有待更完备的理论予以解释。

尽管经典的应力波理论体系已经融合了大量学者的研究成果，但是它依然存在着值得研究之处。故对

各向同性线弹性固体材料的修正应力波理论 [24]展开研究是有价值的，通过数值模拟结合已有的实验观测，完

善理论研究的同时也为解决应用问题提供了更多思路。当数值模拟的结果能够较好地解释与经典理论有冲

突的实验现象时，证明修正弹性应力波理论是值得研究的。
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1　修正的弹性应力波理论

在小变形的情况下，物体的变形用位移的右梯度 u∇ 来度量，弹性体任一线元 dx 的位移增量 du 为：

du = u∇ ⋅ dx。 (7)

位移右梯度 u∇ 为非对称张量，将其分解为对称张量 ε和反对称张量 Α[16]之和：

u∇ = ε + Α， (8)

式中应变张量 ε为二阶对称张量描述线元长度的改变，转动张量 Α为二阶反对称张量描述线元的弯曲，转动

张量反偶于角矢量，于是有：

ε =
1
2
(u∇ + ∇u)， (9)

A =
1
2
(u∇ - ∇u) = - 1

2
ϵ:ω， (10)

对于宏观弹性体，能够忽略旋转变形及其影响，只需考虑对称的应变张量，应变张量可以进一步分解成偏应

变和球应变之和：

ε = e +
1
3
θI， (11)

式中，偏应变张量 e的迹为零。在应变的和分解中，偏应变 e和球应变 θ线性无关且分解唯一。

弹性体中的静水压力与体积应变的线性本构为：

P = Kθ = ( λ +
2
3
μ) θ； (12)

弹性体中的偏应力与偏应变的线性本构为：

S = 2Ge = 2μe。 (13)

应力是静水压力与偏应力之和：

σ = S + PI = 2με + λθI。 (14)

弹性体动量守恒方程为：

∇ ⋅ σ + ρb = ρ
∂2 u

∂t2
。 (15)

将式（11）（14）代入式（15）中，得到以位移为变量表达的拉梅 [15]方程：

( λ + μ) ∇ ( ∇ ⋅ u ) + μ∇2 u + ρb = ρ
∂2 u

∂t2
。 (16)

对该方程左右两边分别求散度，考虑体力均匀时，可得体积波的波动方程：

( λ + 2μ) ∇2θ = ρ
∂2θ

∂t2
， (17)

这与已有的应力波理论中体积波的波动方程相同。

对式（16）左右两端取梯度，由于忽略了转动变形及其影响，可得：

( λ + μ ) ∇∇θ + μ∇2 ε = ρ
∂2 ε

∂t2
， (18)

式中，∇∇ 表示两个哈密尔顿算子的并乘。将式（11）代入式（18）整理可得：

( λ + μ) ∇∇θ +
1
3
μ∇2θI + μ∇2 e =

1
3
ρ

∂2θ

∂t2
I + ρ

∂2 e

∂t2
。 (19)

用
1
3

I乘以式(17)后减式(19)可以得到：

μ∇2 e = ρ
∂2 e

∂t2
+ ( λ + μ) ( 1

3
∇2θI - ∇∇θ )。 (20)

这是一个关于体积应变和偏应变的弱耦合波动方程，式（17）和式（20）组成弱耦合偏微分方程组，即为弹

性应力波修正理论的波动方程组。由式(17)可以得到体积应变的传播，由式(20)可得被体积应变影响的偏应

变的传播。已经发现 [25]，随着应力波的传播，波阵面会随着偏应变分裂形成 2 个波阵面，一部分偏应变与体积
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应变的传播速度相同，共同组成主波，剩下的偏应变则以较慢的波速独立传播，形成次波。

2　矩形板中应力波的波动方程和边界条件

2.1　矩形板中应力波的波动方程

波阵面到达边界时会发生反射，为了体现在侧面边界和右边界上的反射模式，需要建立集中力加载下应

力波的传播与反射模型，如图 1 所示。

图 1 中 x 方向和 y 方向为板的宽度和高度，z 方向垂直于纸面向外且假定为无限长度。在此问题中，集中

力加载下，区域内应力波波阵面呈柱面。在此弹性柱面波的传播过程中，考虑到弹性波的性质，其能量不耗

散，随着波的传播过程，波的分布范围变广，应力、应变以及能量的幅值会有所降低，即存在几何弥散现象，这

里着眼于主波和次波的波速的讨论，故对于能量的分布不展开讨论。考虑到载荷沿 z 方向上是分布均匀的，

沿 z 方向取不同截面时，其应变状态也相同，所以截面中应变只与 x、y 的位置有关，即所有应变分量都是 x、y

的函数，含有 z的偏应变分量为 0，而 z方向上存在应变，且均匀分布，针对该问题，应变状态可做如下分解：

ε = ( )εxx εxy 0

εxy εyy 0

0 0 ε zz

= ( )exx exy 0

exy eyy 0

0 0 e zz

+
1
3 ( )θ 0 0

0 θ 0

0 0 θ

。 (21)

由于偏应变张量的迹为零，故偏应变分量中只有 3 个分量是独立的，式（17）（20）简化可得区域内二维应

力波波动方程：

( λ + 2μ) ( ∂2θ

∂x2
+

∂2θ

∂y2 ) = ρ
∂2θ

∂t2
， (22)

μ ( ∂2 exx

∂x2
+

∂2 exx

∂y2 ) = ρ
∂2 exx

∂t2
+ ( λ + μ) ( - 2

3
∂2θ

∂x2
+

1
3

∂2θ

∂y2 )， (23)

μ ( ∂2 eyy

∂x2
+

∂2 eyy

∂y2 ) = ρ
∂2 eyy

∂t2
+ ( λ + μ) ( 1

3
∂2θ

∂x2
- 2

3
∂2θ

∂y2 )， (24)

μ ( ∂2 exy

∂x2
+

∂2 exy

∂y2 ) = ρ
∂2 exy

∂t2
+ ( λ + μ) ( - ∂2θ

∂x∂y )。 (25)

式（22）描述独立传播的体积应变；式（23）～（25）描述偏应变的演化方式，该偏应变分为与体积应变共同

运动和独立传播的两部分。由于 exx+eyy+ezz=0，且 z 方向垂直平面向外，故不再罗列以 ezz为变量的波动方程。

要对区域内的波动方程进行求解，还需建立边界上的波动条件。接下来描述如何建立加载面和不同自由面

上的波动边界条件。

2.2　加载面的波动条件

应力波在结构中传播时遇到界面会发生反射现象。针对应力波在上下侧面和右侧自由面上的反射现象

图 1　集中载荷冲击下的矩形平板

Fig. 1　　Rectangular plate under concentrated load impact
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进行研究，首先将波阵面视为间断面的运动，得到间断面前后材料密度、质点运动速度、波速、应力等物理量

的关系 [24]：

f i = -ρcv i， (26)

式中：ρ代表材料密度，v 代表质点运动速度，c 表示波阵面的传播速度，ρc 表示波阻抗，静水压力波阻抗的波

速为 c1，加载面激发应变的瞬间假定偏应变未发生分离，则偏应力波阻抗的波速 c2。式（26）分量形式为：

P = -ρc1 vP， (27)

Sxx = -ρc2 vS1， (28)

Sxy = -ρc2 vS2， (29)

Syy = -ρc2 vS3。 (30)

根据加载面上的力和速度的平衡关系，以正撞为例，y方向外力 fy 为零则可以得到：

fx( t) = P + Sxx ,      v ( t) = vP + vS1。 (31)

联立方程本构关系式（12）～（14）与式（27）～（31）得到加载面上的体积应变和偏应变关于加载的力和速

度的边界条件：

θ ( t) =
[ ]fx( )t + ρc2 v ( )t c1

( )λ +
2
3
μ ( )c1 - c2

， (32)

exx( t) =
[ ]fx( )t + ρc1 v ( )t c2

2μ ( )c2 - c1

， (33)

exy =
Fy

2μ
= 0，eyy = 0。 (34)

只要测得加载面上加载的力和速度，即可通过式（32）～（34）得到加载面激发的应力波的应变值，接下来建立

在上下侧面和右侧自由面的波动边界条件。

2.3　上下侧自由面的波动条件

分别建立如图 2 所示的上下侧面边界和右侧边界的波动边界条件。应力波到达自由面会发生发射，激

发新的主波和次波，令自由面上反射的应力为 P ′、S ′xx、S ′xy、S ′yy；自由面反射的应变为 θ′、e′xx、e′xy、e′yy。vx、vy表示质

点分别在 x、y 方向的速度。图 2(a)为应力波在右侧自由面边界反射模型，波入射角为 α；图 2(b)为应力波在上

下侧面边界反射模型，此时波入射角为 β，由于结构的对称性，上下边界的波反射类似，以上边界为例推导波

反射的边界条件。

当主波到达上下侧面时，应力波作用在自由面上的应力为：

σ xx = P + Sxx，σ xy = Sxy，σ yy = P + Syy； (35)

当应力波到达上下侧面边界时，入射波阵面和反射波阵面的法线为：

图 2　应力波在平板右侧和上下侧自由面的入射与反射

Fig. 2　　Model of stress wave reflection of rectangular area under local impact
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n = sin βe1 + cos βe2，n′= sin βe1 - cos βe2。 (36)

x方向和 y方向入射应力的合力为：

fx = -ρc1 vx = sin βσ xx + cos βσ xy， (37)

fy = -ρc1 vy = sin βσ xy + cos βσ yy。 (38)

x方向和 y方向静水应力和偏应力为：

f P
x = -ρc1 vP

x = sin βP ′ ， (39)

f P
y = -ρc1 vP

y = -cos βP ′ ， (40)

f S
x = -ρc1 vS

x
= sin β S ′x - cos β S ′xy， (41)

f S
y = -ρc1 vS

y
= sin β S ′xy - cos β S ′yy。 (42)

x方向和 y方向入射应力与反射应力平衡，即：

σ xy + S ′xy = 0,σ yy + P ′ +  S ′yy = 0。 (43)

由式（38）～（43）可得波阵面上应力与质点速度的关系：

v̄ x = vx + vP
x + vS

x = - sin βσ xx + cos βσ xy

ρc1

- sin βP ′ 
ρc1

- sin β S ′xx - cos β S ′xy

ρc2

， (44)

v̄ y = vy + vP
y + vS

y = - sin βσ xy + cos βσ yy

ρc1

+
sin βP ′ 
ρc1

- sin β S ′xy - cos β S ′yy

ρc2

。 (45)

式（43）～（45）为侧面边界上应力波反射的力和速度的边界条件，改写成以 P ′xx、S ′xy、S ′yy 为待求变量的形式：

P ′ = -( σ yy + S ′yy )， (46)

S ′xy = -σ xy， (47)

S ′xx =
1

-c1 sin β
 [ ρc1 c2 vx + c2 (sin βσ xx + cos βσ xy) - c2 sin βσ yy + c1 cos βσ xy ]， (48)

 S ′yy =
1

( )c1 - c2 cos β
 [ ρc1 c2 vy + c2 (sin βσ xy + cos βσ yy) + c2 cos βσ yy - c1 sin βσ xy ]。 (49)

由本构关系可得到反射波在边界上的应变值：

θ ′=
P ′

λ +
2
3
μ
， (50)

eij =
Sij

2μ
。 (51)

以上为矩形区域上下侧面波动边界条件的推导。

2.4　右侧自由面的波动条件

由入射应力与反射应力的守恒可得：

σ xy + S ′xy = 0，σ xx + P ′ +  S ′xx = 0， (52)

入射阵面与反射阵面的法线分别为：

n = cos αe1 + sin αe2 ,    n′= -cos αe1 + sin αe2。 (53)

x方向和 y方向入射应力为：

fx = -ρc1 vx = cos ασ xx + sin ασ xy， (54)

fy = -ρc1 vy = cos ασ xy + sin ασ yy。 (55)

x方向和 y方向静水应力和偏应力为：

f P
x = -ρc1 vP

x
= -cos αP ′， (56)

f P
y = -ρc1 vP

y
= sin αP ′， (57)

f S
x = -ρc1 vS

x
= -cos α S ′xx + sin α S ′xy， (58)

f S
y = -ρc1 vS

y
= -cos α S ′xy + sin α S ′yy。 (59)

由入射阵面和反射阵面上应力与速度的关系可得：

v̄ x = vx + vP
x + vS

x = - cos ασ xx + sin ασ xy

ρc1

+
cos αP ′
ρc1

- -cos α S ′xx + sin α S ′xy

ρc2

， (60)

37



重 庆 大 学 学 报 第  46 卷

v̄ y = vy + vP
y + vS

y = - cos ασ xy + sin ασ yy

ρc1

- sin αP ′ 
ρc1

- -cos α S ′xy + sin α S ′yy

ρc2

。 (61)

式（52）（60）（61）为右侧自由面边界上应力波反射的力和速度的边界条件，改写成以 P′ 、S ′xx、S ′xy、S ′yy 为

待求变量的形式：

P ′ = -( σ xx + S ′xx )， (62)

 S ′xy = -σ xy， (63)

 S ′xx =
1

( )c1 - c2 cos α
 [ ρc1 c2 vx + c2 (cos ασ xx + sin ασ xy) +c2 cos ασ xx - c1 sin ασ xy ]， (64)

 S ′yy =
1

-c1 sin α
 [ ρc1 c2 vy + c2 (cos ασ xy + sin ασ yy) -c2 sin ασ yy + c1 cos ασ xy ]。 (65)

由本构关系可得到反射波在边界上的应变值：

θ ′=
P ′ 

λ +
2
3
μ
， (66)

eij =
Sij

2μ
。 (67)

以上为矩形区域右侧面波动边界条件的推导。

3　波动变量的迭代形式

体积应变和偏应变张量表示为 θ ( x,y,t )、ex ( x,y,t )、ey ( x,y,t )、ez ( x,y,t ) 其中 x，y 表示的为几何模型中的位

置，t表示的为某一时刻。空间中网格如图 3 所示。

图 3 中红点表示待求点。求解二维的波动方程形变波在 x、y 方向的分量和体积波用到这 7 个点，需要注

意的是偏应变在 x、y 方向分量时需要多用到当前时刻(t)所在平面的四个角点的值。以体积应变为例，对二维

体积应变进行泰勒级数展开：

θ( x + Δx,y,t ) = θ( x,y,t ) + (
∂θ
∂x

)( x,y,t )Δx +
1
2!

(
∂2θ

∂x2
)( x,y,t )(Δx) 2

+ ...， (68)

θ( x - Δx,y,t ) = θ( x,y,t ) - (
∂θ
∂x

)( )x,y,t Δx +
1
2!

(
∂2θ

∂x2
)( )x,y,t (Δx) 2

+ ...。 (69)

式(68)减式(69)可得：

∂θ
∂x ( x,y,t )

=
θ( x + Δx,y,t ) - θ( x - Δx,y,t )

2Δx
； (70)

式(68)加式(69)可得：

图 3　时间和空间差分网格

Fig. 3　　Differential mesh of time and space
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∂2θ

∂x2
( x,y,t )

=
θ( x + Δx,y,t ) - 2θ( x,y,t ) + θ( x - Δx,y,t )

Δx2
。 (71)

同理可得：

∂θ
∂y

( x,y,t )

=
θ( x,y + Δy,t ) - θ( x,y - Δy,t )

2Δy
， (72)

∂2θ

∂y2

( x,y,t )

=
θ( x,y + Δy,t ) - 2θ( x,y,t ) + θ( x,y - Δy,t )

Δy2
， (73)

∂θ
∂t ( x,y,t )

=
θ( x,y,t + Δt ) - θ( x,y,t - Δt )

2Δt
， (74)

∂2θ

∂t2
( x,y,t )

=
θ( x,y,t + Δt ) - 2θ( x,y,t ) + θ( x,y,t - Δt )

Δt2
， (75)

∂e
∂x ( x,y,t )

=
e( x + Δx,y,t ) - e( x - Δx,y,t )

2Δx
， (76)

∂2 e

∂x2
( x,y,t )

=
e( x + Δx,y,t ) - 2e( x,y,t ) + e( x - Δx,y,t )

Δx2
， (77)

∂e
∂y

（x,y,t）

=
e( x,y + Δy,t ) - e( x,y - Δy,t )

2Δy
， (78)

∂2 e

∂y2

（x,y,t）

=
e( x,y + Δy,t ) - 2e( x,y,t ) + e( x,y - Δy,t )

Δy2
， (79)

∂e
∂t ( x,y,t )

=
e( x,y,t + Δt ) - e( x,y,t - Δt )

2Δt
， (80)

∂2 e

∂t2
( x,y,t )

=
e( x,y,t + Δt ) - 2e( x,y,t ) + e( x,y,t - Δt )

Δt2
。 (81)

接下来对 θ( x + Δx,y + Δy,t )，θ( x - Δx,y + Δy,t )，θ( x + Δx,y - Δy,t )，θ( x - Δx,y - Δy,t ) 进行泰勒展开可得：

 θ( x + Δx,y + Δy,t ) = θ( x,y,t ) + ( )∂θ
∂x ( )x,y,t

Δx +
1
2! ( )∂2θ

∂x2

( )x,y,t

( )Δx
2
+ ( )∂θ

∂y ( )x,y,t

Δy +
1
2! ( )∂2θ

∂y2

( )x,y,t

(Δy) 2

+ ( )∂2θ
∂x∂y ( )x,y,t

(ΔxΔy) + ...，

(82)

 θ( x - Δx,y + Δy,t ) = θ( x,y,t ) - ( )∂θ
∂x ( )x,y,t

Δx +
1
2! ( )∂2θ

∂x2

( )x,y,t

( )Δx
2
+ ( )∂θ

∂y ( )x,y,t

Δy +
1
2! ( )∂2θ

∂y2

( )x,y,t

(Δy) 2 - ( )∂2θ
∂x∂y ( )x,y,t

(ΔxΔy) + ...，

(83)

 θ( x + Δx,y - Δy,t ) = θ( x,y,t ) + ( )∂θ
∂x ( )x,y,t

Δx +
1
2! ( )∂2θ

∂x2

( )x,y,t

( )Δx
2 - ( )∂θ

∂y ( )x,y,t

Δy +
1
2! ( )∂2θ

∂y2

( )x,y,t

(Δy) 2 - ( )∂2θ
∂x∂y ( )x,y,t

(ΔxΔy) + ...，

(84)

 θ( x - Δx,y - Δy,t ) = θ( x,y,t ) - ( )∂θ
∂x ( )x,y,t

Δx +
1
2! ( )∂2θ

∂x2

( )x,y,t

( )Δx
2 - ( )∂θ

∂y ( )x,y,t

Δy +
1
2! ( )∂2θ

∂y2

( )x,y,t

(Δy) 2

+ (
∂2θ

∂x∂y
)( )x,y,t (ΔxΔy) + ...。

(85)

整理方程（82）～（85）可得：

∂2θ
∂x∂y

( x,y,t )

=
1

4ΔxΔy
 ( θ( x + Δx,y + Δy,t ) - θ( x - Δx,y + Δy,t ) - θ( x + Δx,y - Δy,t ) + θ( x - Δx,y - Δy,t ) )。 (86)

同样的方法可求得：

∂2 exx

∂x∂y
( x,y,t )

=
1

4ΔxΔy
( exx ( x + Δx,y + Δy,t )

- exx ( x - Δx,y + Δy,t )
- exx ( x + Δx,y - Δy,t )

+ exx ( x - Δx,y - Δy,t )
)， (87)

∂2 eyy

∂x∂y
( x,y,t )

=
1

4ΔxΔy
( eyy ( x + Δx,y + Δy,t )

- eyy ( x - Δx,y + Δy,t )
- eyy ( x + Δx,y - Δy,t )

+ eyy ( x - Δx,y - Δy,t )
)， (88)
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∂2 exy

∂x∂y
( x,y,t )

=
1

4ΔxΔy
( exy ( x + Δx,y + Δy,t )

- exy ( x - Δx,y + Δy,t )
- exy ( x + Δx,y - Δy,t )

+ exy ( x - Δx,y - Δy,t )
)。 (89)

将上述差分格式带入二维波动方程后可得波动方程的迭代格式：

θ( x,y,t + Δt ) = 2θ( x,y,t ) - θ( x,y,t - Δt )

c2
1Δt2

Δx2
( θ( x + Δx,y,t ) - 2θ( x,y,t ) + θ( x - Δx,y,t ) ) +

c2
1Δt2

Δy2
( θ( x,y + Δy,t ) - 2θ( x,y,t ) + θ( x,y - Δy,t ) )， (90)

exx( x,y,t + Δt )
=

c2
2Δt2

Δx2 (exx( x + Δx,y,t )
- 2exx( x,y,t )

+ exx( x - Δx,y,t )) +
c2

2Δt2

Δy2 (exx( x,y + Δy,t )
- 2exx( x,y,t )

+ exx( x,y - Δy,t )) + 2exx( x,y,t )
- exx( x,y,t - Δt )

+

c2
2Δt2 λ + μ

ρ
(- 2

3

θ( x + Δx,y,t ) - 2θ( x,y,t ) + θ( x - Δx,y,t )

Δx2
+

1
3

θ( x,y + Δy,t ) - 2θ( x,y,t ) + θ( x,y - Δy,t )

Δy2
)，             (91)

eyy( x,y,t + Δt )
=

c2
2Δt2

Δx2 (eyy( x + Δx,y,t )
- 2eyy( x,y,t )

+ eyy( x - Δx,y,t )) +
c2

2Δt2

Δy2 (eyy( x,y + Δy,t )
- 2eyy( x,y,t )

+ eyy( x,y - Δy,t )) + 2eyy( x,y,t )
- eyy( x,y,t - Δt )

+

c2
2Δt2 λ + μ

ρ
(

1
3

θ( x + Δx,y,t ) - 2θ( x,y,t ) + θ( x - Δx,y,t )

Δx2
- 2

3

θ( x,y + Δy,t ) - 2θ( x,y,t ) + θ( x,y - Δy,t )

Δy2
)，               (92)

exy( x,y,t + Δt )
=

c2
2Δt2

Δx2 (exy( x + Δx,y,t )
- 2exy( x,y,t )

+ exy( x - Δx,y,t )) +
c2

2Δt2

Δy2 (exy( x,y + Δy,t )
- 2exy( x,y,t )

+ exy( x,y - Δy,t )) + 2exy( x,y,t )
- exy( x,y,t - Δt )

+

c2
2Δt2 λ + μ

ρ
1

4ΔxΔy
(θ( x + Δx,y + Δy,t ) - θ( x - Δx,y + Δy,t ) - θ( x + Δx,y - Δy,t ) + θ( x - Δx,y - Δy,t ) )。                     (93)

通过前文所述，只需要知道加载面上初始加载的力和速度，即可计算得到结构中加载面上应变的值，应力

的值只需将应变通过本构关系即可求得。应力波在结构内的传播由波动方程关于时间和空间的迭代近似，通

过波动方程在计算域内的循环迭代可以模拟材料内部应力波的传播。之后测得自由面上的速度，就可利用以

上边界条件得到反射后的应力，再通过本构关系即可转化为应变，至此得到应力波传播和反射的完整过程。

4　冲击载荷下矩形板中主波和次波的传播和反射

根据前文得到的修正的弹性应力波理论的波动方程和边界波动条件，对厚度为 0.1 m 的矩形钠钙玻璃板

中应力波传播和反射过程利用 Matlab 进行数值分析。由加载面的波动边界可知，激发的应变值与加载面载

荷、加载面的质点速度、拉梅参数、密度以及应力波的波速相关。加载面速度、加载历程函数如式 (94)(95)所

示，波形图如图 4～5 所示。材料参数如表 1 所示 ,模型几何参数如表 2 所示。

vx ( t ) =
ì
í
î

100 × sin ( )πt × 106 /0.22   ( GPa )  0 ≤ t ≤ 0.22 × 10-6 s，

0                                                            t > 0.22 × 10-6 s。 (94)

fx ( t ) =
ì
í
î

-0.5 × sin ( )πt × 106 /0.22   ( GPa )  0 ≤ t ≤ 0.22 × 10-6 s，

0                                                              t > 0.22 × 10-6 s。 (95)

4.1　受冲击矩形板中应力波的传播

加载面受集中力加载，材料内部应力波传播如图 6 所示，为 7.7 μs时的应力波波形图。

图 4　加载面速度时程

Fig. 4　　Change of the impact surface velocity

图 5　加载面的加载时程

Fig. 5　　Change of the impact surface loading
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由加载面的波动条件可知，加载面受集中力作用，会同时产生体积应变和偏应变。由应力波修正理论可

知，体积应变以较快的波速独立传播，而偏应变的传播则会受到体积应变的影响。偏应变会逐渐分裂成两部

分，一部分偏应变以和体积应变传播速度相同的波速共同传播，剩下的偏应变则以较慢的波速独立传播。如

图所示，体积应变只有一个波阵面，分布较均匀，而偏应变分量均有两个波阵面，且较快的阵面与体积应变波

阵面的位置相同。应力波的修正理论解释了已有理论中体积波的波速与剪切模量相关的原因 ,即已有理论

中体积波的波速实际描述的是体积应变和部分偏应变共同组成的主波的波速，体积模量对应体积应变，剪切

模量对应传播较快的这部分偏应变；而已有理论中旋转波的波速，实际描述的是剩下独立传播的偏应变形成

的次波的波速，显然偏应变对应着剪切模量，故波速只与剪切模量相关。图中 exx、eyy关于 y=0.05 m 呈对称分

布，eyy关于 y=0.05 m 呈反对称分布，且随体积波共同传播的部分较少，剩下独立传播的部分较大。随着波的

传播，应变的值也会变小，这是由于弹性应力波的能量不耗散，能量总量不变而分布的范围越光，能量越稀

疏。所受冲击加载为压力，体积应变为压应变，此时波阵阵面还未到达边界。

表 1　钠钙玻璃试件材料参数

Table 1　　Parameters of soda lime glass plate specimen

ρ/(kg·m-3)

2 550

E/GPa

70

υ

0.22

λ/GPa

22.5

μ/GPa

28.7

c1/(m·s-1)

5 650

c2/(m·s-1)

3 355

表 2　模型几何参数

Table 2　　Geometric parameters of the model

dx/m

0.000 1

dy/m

0.000 1

dt/s

dx/c1/1.5

w/m

0.1

h/m

0.1

图 6　冲击加载下矩形钠钙玻璃板中的应力波传播

Fig. 6　　Stress wave propagation in rectangular soda-lime glass plates under shock loading
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3.2　受冲击矩形板中应力波斜入射的反射

图 7 为 15.7 μs时的波形图。

此时主波已在上下侧面边界完成了反射。由上下侧面的反射波动条件可知，当主波到达边界时，体积应

变和偏应变由本构关系转化为静水压力和偏应力，作为在边界上加载的力，静水压力和偏应力均在边界上激

发出体积应变和偏应变。同时体积应变和部分偏应变形成反射后的主波，而剩余偏应变独立传播形成反射

后的次波。观察体积波的波形图，主波波速较快，先到达边界并完成反射，对于体积应变而言依旧是一个入

射波一个反射波。对于各个偏应变分量而言，入射的主波中的偏应变到达边界后完成反射，反射后的体积应

变和部分偏应变随反射后的主波共同传播，而剩下的偏应变则以较慢的波速形成反射后的次波，而次波并未

完成反射，故波形为两个入射波阵面两个反射波阵面，且反射波的波形已经明显分离。

在 Grujicic 等 [22]的冲击实验结果如图 8 所示，冲击实验得到的 7.7 μs 波形图有 2 个波，且波速较快的波阵

面快要到达边界。15.7 μs 时的波形图显示波速较快的波到达侧面边界并发生了反射，而波速较慢的次波也

到达边界，即将反射完成并分离出新的波形。该实验中沿着目标的中心线（在弹丸运动的传播方向上）放置

了许多测量点，并记录了两个波的波前的到达力矩。从测量点之间的距离和应力波到达测量点的时间，得到

平均纵向和横向应力波速度为 v1=(5 890±100) m/s 和 v2=(3 410±70) m/s。这些结果与实验结果（5 763 m/s 和

3 518 m/s）以及使用材料参数所计算的理论速度（分别为 5 598 m/s 和 3 355 m/s）获得的结果吻合。冲击加载

下矩形钠钙玻璃板中的应力波反射的数值模拟与之相符。

3.3　受冲击钠钙玻璃板应力波在右侧面的反射

为了更好的体现在右侧面上的应力波反射，即应力波到达右侧边界时还远未到达上下侧面边界，故模型

在保持宽度为 0.1 m 的同时高度选取为 0.3 m。由于 7.7 μs 时应力波还未到达边界，显示的波形不再重复，直

接展示 15.7 μs时应力波在右侧边界反射形成的波形图，如图 9 所示。

图 7　冲击加载下矩形钠钙玻璃板中的应力波斜入射的反射

Fig. 7　　Shock loading under the reflection of stress waves in rectangular soda-lime glass plates on the upper and lower sides
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如图所示，此时主波已在右侧面边界完成了反射。以 c1为波速的主波传播速度较快，先到达右侧边界完

成反射，次波波速较慢还未到达边界。由右侧面波动条件可知，主波在自由面反射形成新的主波和次波。

4　结  论

全文基于修正的应力波理论，对传统应力波理论中体积波的波速、波动变量、波动方程等进行了分析。

针对平板的冲击问题建立了二维坐标系下的波动方程以及波动边界条件。

通过有限差分法数值模拟了受冲击矩形钠钙玻璃平板中主波和次波的传播与在边界上的反射。主波包

含全部的体积应变和部分偏应变以波速 c1向前传播直到到达自由面反射两个结构相同的波。次波包含了剩

下的全部偏应变以波速 c2传播较慢，并且在碰到自由面后也会反射 2 个结构相同的反射波。说明修正的弹性

应力波方程是合理的，对波动边界条件的建立与对应力波在边界上的反射的描述是可行的。修正的弹性应

力波理论值得进一步的研究与验证。
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