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数值微分在设备组合弹道精度评估中的应用
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摘要：设备组合弹道精度评估是测量设备布站设计和设备组合弹道选优方案制定的重要基础。

设备组合弹道精度评估通常采用基于误差传播原理的弹道精度评估算法 ,求解弹道分量关于测元

的雅克比矩阵是该算法的核心。然而，对于复杂的弹道方程很难求得雅克比矩阵的解析式。为了

解决复杂弹道方程的雅克比矩阵求解难题，提出基于样条数值微分的设备组合弹道精度评估算法，

通过构造弹道分量数值队列，进行基于样条插值的数值微分计算出弹道分量关于测元的雅克比矩

阵，计算得到设备组合弹道理论精度。最后，通过与单台设备定位方程的理论雅克比矩阵和弹道精

度进行对比 ,验证基于数值微分的设备组合弹道精度评估算法的有效性和实用性。
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Abstract: The theoretical accuracy evaluation of device combination trajectories is a critical foundation for device 

allocation design and trajectory selection. Existing models for accuracy evaluation are based on the error 

propagation principle, using the Jacobian matrix of the trajectory with respect to measurement elements as their 

core. However, obtaining the analytic expressions for the Jacobian matrix elements in complex trajectory 

equations is challenging. This paper proposes and designs a theoretical accuracy evaluation algorithm for device 

combination trajectories based on numerical differentiation. By constructing numerical sequences and calculating 

the Jacobian matrix using numerical differentiation with spline interpolation, the theoretical accuracy of the 

device combination trajectory is determined. The algorithm ’ s effectiveness and practicality are validated by 

comparing the Jacobian matrix and accuracy values of the proposed method with those derived from a single 

device position equation.
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组合测量设备精度分析评估对航天发射具有重要意义。快速准确地完成测量设备精度分析评估，直接

影响到设备测量站配置设计、弹道选优策略制定、安全控制裕量确定和入轨精度评估等航天发射指挥决策活

动的开展。近年来，随着中国商业航天、空间站和大型星座建设等任务进入密集实施阶段，对测控数据分析

的精度提出了更高要求。针对原有弹道精度评估模型中，求取复杂弹道方程的雅克比矩阵困难，采用微商近

似计算，精度不够理想的情况，笔者提出了一种基于样条插值数值微分的雅克比矩阵求取方法，高效准确地

满足航天发射任务对弹道精度处理分析要求，为设备组合选优方案论证应用和指挥决策智能优化提供技术

支持。

目前，在航天发射场设备组合弹道理论精度评估算法的弹道精度分析、评估和修正，以及数值计算应用

等领域，国内外研究学者开展了如下研究：1）在精度分析处理总体研究方面，张金槐，刘利生，唐雪梅等 [1⁃3]系

统论述了外测设备数据处理的理论、方法和技术，对外弹道测量设备的测量精度影响因素、精度评估和鉴定

等方法开展了相应研究；2）在精度误差模型分析评估方面，常晓华等 [4]结合弹道飞行器质点动力学模型，分析

了垂线偏差对弹道参数等的影响机理，建立了数学模型，并给出弹道落点偏差计算方法。薛斌等 [5]基于误差

源对弹道精度影响权重，提出了一维弹道精度评估方法。雷晓云 [6]利用蒙特卡洛法分析研究影响射击精度的

因素，为提高修正精度提供数据分析支持。冯燕来 [7]分析了测量设备误差、地球引力势能等影响弹道导弹落

点预测精度的因素，较准确得到弹道预报的落点偏差。郭军海 [8]就弹道测量误差模型、弹道模型、测量数据实

时和事后融合处理方法，以及组合弹道处理精度评估方法等开展研究；3）在系统误差与精度修正方面，宫志

华 [9]研究了非合作目标高精度弹道测量系统误差，提出 4 项修正内容，为雷达组网和数据处理提供了参考。

王子鉴 [10]提出一种等权归一化最小二乘法的弹道误差系数辨识方法，用于全程弹道落点偏差折合精度评估，

获得了更高的辨识精度和更好的多源观测信息拟合结果。王若晗等 [11]在对光电经纬仪误差分析的基础上，

对测量数据进行分段最小二乘和 3 次样条平滑处理，减小随机误差对弹道解算结果的影响，提高弹道处理精

度。Ji等 [12]针对助推段误差分析，利用高斯过程模型，对助推段弹道开展预测研究，仿真表明该方法提高了预

测精度；4）在样条插值等数值计算方法用于求解方程方面，张哲 [13]针对经典数值积分算法精度严重依赖小积

分步长，难以快速计算的问题，提出一种局部配点反馈迭代算法，提高了轨道动力学方程解算速度。Saumya

等 [14]在薛定谔方程的数值求解中应用 B 样条有限元分析法，该方法不仅具有良好的守恒性，还降低了求解过

程中非对角矩阵计算的复杂性。Hosseinian 等 [15]基于薄板样条函数，给出了一种求解第二类非线性 Volterra

积分方程的数值法，该方法具有稳定收敛且对计算资源要求低的特点。

由以上研究可看出，弹道理论精度分析评估具有重要的工程应用价值，其分析评估工作通常基于误差传

播原理的弹道精度评估模型开展，该模型的核心是求解弹道分量关于测量元素（简称测元）的雅克比矩阵 [2]。

然而，在数据处理软件研制和应用实践中，对于复杂的弹道方程很难求得其雅克比矩阵解析式，难以编程实

现自动计算设备组合弹道精度。为避免求解复杂弹道方程的雅克比矩阵解析式，并能易于编程实现，提出一

种基于数值微分的设备组合弹道理论精度评估算法。算法的核心是通过构造测量元素和弹道分量数值队

列，对弹道分量数值队列进行基于样条插值的数值微分计算，得到弹道分量关于测元的雅克比矩阵和设备组

合弹道理论精度。

1　设备组合弹道精度评估模型

设备组合弹道精度是指由测量设备的基本误差传播到测量数据，再经过组合测量和数学方法计算传播

到弹道的总误差统计量。因此，通常采用误差传播模型估算设备组合弹道理论精度。

1.1　弹道精度评估内容

设备组合弹道精度受许多与测量设备自身有关和无关的因素影响：飞行弹道、测量体制、测量设备数量、

精度和误差指标、跟踪性能、设备测量站配置和弹道估计方法等 [2]，如图 1 所示。

常用的弹道精度评估有误差传播估算和精度检验 2 种途径。其中，误差传播估算包括仿真分析和理论

分析 2 大类，主要用于设备选优组合方案设计和论证；精度检验方法可分为“内符合”和“外符合”2 大类，分别

用于实时处理弹道和事后处理弹道的精度评估 [2]。
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本文研究的弹道精度评估属于理论分析类别。在航天发射任务测量方案的论证和设计中，通常采用基

于测量误差传播估计的理论分析方法进行弹道理论精度评估。

1.2　测量误差传播分析

设备组合测量的误差传播是由多个测量数据（元素）经数学方法计算得到所求量的过程。设待求量弹道

为 X = [ X 1 ,X 2 ,⋯ ,Xm ]
T
，设备测元为 U = [U 1 ,U 2 ,⋯ ,Un ]

T
。设测元 U 的误差为 ΔU，引起的弹道 X 的误差为 ΔX，

A 是弹道 X 关于测元 U 的雅克比矩阵。通常测元 ΔU 较小，则弹道误差可由下式计算

ΔX = A × ΔU，

经推导，得到测量误差传播关系为

PX = APU AT，

其中：PX 为弹道 X 的协方差矩阵；PU 为测元 U 的协方差矩阵。

通常，测元 U 的误差由多个误差源引起。如弹道测量设备的误差源有设备误差、电波折射误差、时统误

差 、跟 踪 部 位 误 差 等 。 需 要 将 这 些 误 差 源 引 起 的 误 差 带 入 到 误 差 传 播 公 式 中 。设 误 差 源 向 量 a =

[ a1 ,a2 ,⋯ ,ak ]
T
，由误差源传播到测元 U 的关系式为

U = g（a），

经推导，可得测量误差源 a 传播到测元 U 的误差传播矩阵形式为

PU =
∂U
∂a

Pa ( ∂U
∂a ) T

= BPa BT，

式中：B =
∂U
∂a

为测元 U 关于误差源 a 的雅克比矩阵。进一步可得引入测量误差源后的误差传播关系式，即

PX =
∂X
∂U

PU ( ∂X
∂U ) T

=
∂X
∂U

∂U
∂a

Pa ( ∂U
∂a ) T ( ∂X

∂U ) T

= ABPa BT AT，

其中，Pa 为测量误差源的协方差矩阵。

1.3　弹道精度理论分析

在航天发射任务中，设备组合弹道理论精度分析是设备测量站配置几何优化和设备组合弹道方案论证

设计的基础。在飞行器弹道测量中，设备测元通常有以下几类

A：目标相对测站的方位角；

E：目标相对测站的俯仰角；

R：目标至测站（主站）的径向距离；

Ṙ：目标至测速设备测站（主站）的径向距离变化率；

ṙ：目标至测速设备主、副站间的径向距离差变化率；

Ṡ：目标至测速设备主、副站间的径向距离和变化率。

设测量向量为 U = [ u1 ,u2 ,⋯ ,uN ]
T
，测量元素 uj 为上述的某类测元，j = 1,2,⋯ ,N，其中 N 表示参与弹道计算

的测元数量；设弹道向量为 X = [ x1 ,x2 ,x3 ,x4 ,x5 ,x6 ]
T
，xi 为弹道参数，i = 1,2,⋯ ,6。设由测量元素解算弹道的关

系式为

图 1　弹道精度影响因素示意

Fig. 1　　The illustration of factors affecting trajectory accuracy
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X = f ( U )， （1）
由式（1）可得测量向量 U 的测量误差传播到弹道向量 X 的理论精度估算公式为

PX =
∂X
∂U

PU ( ∂X
∂U ) T

， （2）
其中，PX 为弹道参数向量 X 误差协方差矩阵，PU 为测量向量 U 的测量误差协方差矩阵，即

PX =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úσ 2
x1

σ x1 x2
⋯ σ x1 x6

σ x2 x1
σ 2

x2
⋯ σ x2 x6

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
σ x6 x1

σ x6 x2
⋯ σ 2

x6

 ， （3）

  PU =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úσ 2
u1

σu1 u2
⋯ σu1 uN

σu2 u1
σ 2

u2
⋯ σu1 uN

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
σuN u1

σuN u2
⋯ σ 2

uN

 。 （4）

∂X
∂U

为弹道参数向量 X 关于测量向量 U 的雅克比矩阵，即
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由参考文献[2]可知，影响弹道理论精度的关键因素为观测方程、测量站配置几何、目标飞行轨迹和测量

设备精度等。研究是在观测方程、测量站配置几何、目标飞行轨迹确定的情况下，分析测量设备精度对设备

组合弹道精度的影响。影响测量设备精度的误差源有设备误差、电波折射误差、时统误差、跟踪部位误差等。

在方案设计阶段时，只考虑设备系统误差和随机误差对弹道精度的影响，即 PU 为测量误差之间的协方差

矩阵。

通常，测量方程 X = f (U ) 是多元、非常规、复杂方程，式（5）所示的雅克比矩阵求解复杂，偏微分方程不

易采用解析方法求得。并且，不同测量体制的测量方程不一样，不利于计算机编程实现，有必要研究简便有

效、易于编程实现的通用算法来求解雅克比矩阵，以实现通用的弹道精度评估算法。

2　基于样条插值的数值微分方法

为解决复杂弹道方程的雅克比矩阵求解难题，利用基于样条插值的数值微分方法，完成雅克比矩阵中偏

导数的数值计算，满足工程需求。其中，样条插值是为数值微分做准备的。

2.1　样条插值

插值就是利用已知数据求出给定点的函数值。可选用的插值函数有代数多项式（多项式）、三角函数（傅

里叶级数）和有理函数等。由于代数多项式结构不复杂，数值计算和理论分析简单，因此，研究选用代数多项

式作为插值函数。样条插值函数作为目前被认为的一种有效的代数多项式插值工具 [16]，能够克服拉格朗日

插值的不收敛性和提高分段线性插值在节点处的不光滑性。采用 3 次样条插值 S3 ( u )，定义如下

对于给定的函数值 xi = f ( ui ) ( i = 0,1,⋯ ,n )，

a = u0 < u1 <⋯ < un = b。

若存在函数 S ( u ) 满足：

1) S ( u ) 在每个子区间[ ui ,ui + 1 ] ( i = 0,1,⋯ ,n - 1) 上具有不高于 3 次的多项式，

2) S ( u ) 满足插值条件 S ( ui ) = xi ( i = 0,1,⋯ ,n )，即过插值点，

3) S ( u ) 在每个内节点 ui ( i = 1,2,⋯ ,n - 1) 上具有二阶连续导数，则称 S ( u ) 为函数 f ( u ) 关于节点 ui ( i =

4



何京江，等：数值微分在设备组合弹道精度评估中的应用第  2 期

0,1,⋯ ,n ) 的 3 次样条函数。

通过推导，S ( u ) 在子区间[ ui - 1 ,ui ] ( i = 1,2,⋯ ,n ) 上的表达式为

S ( u ) =
( ui - u )3

6hi

M i - 1 +
( u - ui - 1 )3

6hi

M i + ( yi - 1 - h2
i

6
M i - 1) ui - u

hi

+ ( yi - h2
i

6
M i) u - ui - 1

hi

 ， （6）
其中，ui - 1 ≤ u ≤ ui，hi = ui - ui - 1。只要确定 M i ( i = 0,1,⋯ ,n ) 这 n + 1 个值，便可确定，3 次样条插值函数。按

边界条件，给定 2 个断点处的一阶导数值，即

Ṡ ( u0 ) = ẋ0， Ṡ ( un ) = ẋn ， （7）
可推导出求解 M i ( i = 0,1,⋯ ,n ) 的方程组，即
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其中

μ i =
hi

hi + hi + 1

， λ i = 1 - μ i，    di =
6

hi + hi + 1
( yi + 1 - yi

hi + 1

- yi - yi - 1

hi
)， i = 1,2,⋯ ,n - 1，

d0 =
6
h1
( y1 - y0

h1

- ẏ0)， dn =
6
hn
( )ẏn - yn - yn - 1

hn

。

2.2　数值微分

由式（6）推导出，3 次样条插值 S ( u ) 的导数 Ṡ ( u ) 在子区间[ ui - 1 ,ui ] ( i = 1,2,⋯ ,n ) 上的表达式为

Ṡ ( u ) =
( u - ui - 1 )2

2hi

M i - ( ui - u )2

2hi

M i - 1 +
hi

6
(M i - 1 -M i) +

yi - yi - 1

hi

， ui - 1 ≤ u ≤ ui，

特别的，Ṡ ( ui )即为所求的 ui ( i = 1,2,⋯ ,n ) 点处的数值微分值，即

Ṡ ( ui ) =
hi

6
(M i - 1 + 2M i) +

yi - yi - 1

hi

，i = 1,⋯ ,n 。 （9）

3　基于数值微分的设备组合弹道理论精度评估算法设计

3.1　问题描述

在设备组合弹道理论精度评估时，已知各设备测量元素的理论测量精度、各测量设备在时刻 tk 的测元

U ( tk )，根据测量方程 X = f (U ) 求得设备组合弹道值 X ( tk )。因此，本算法要解决的问题可描述如下：

已知：测元 U ( tk )，式（1）所示的测量方程 X = f (U )，式（4）所示的测量误差协方差矩阵 PU

求：式（3）所示的表征弹道 X 精度的误差协方差矩阵 PX ( tk )。

其中

PX ( tk ) =
∂X ( tk )
∂U ( tk )

PU ( ∂X ( tk )
∂U ( tk ) ) T

，

可见，求出上式中各时刻雅克比矩阵
∂X ( tk )
∂U ( tk )

，是解决问题的关键。算法中涉及的测元、弹道值、弹道精度、雅

克比矩阵都是飞行时 tk 的函数，为了表述简洁，下面公式描述中将略去变量 tk。

3.2　算法步骤

为求解矩阵
∂X
∂U

中弹道分量对测元的偏导数
∂xi∂uj

(i = 1,2,⋯ ,6，j = 1,2,⋯ ,N,N 表示参与弹道计算的测元数

量),基于数值微分的设备组合弹道理论精度评估算法步骤如下。

1）构造测元变量数值队列

基于测量向量 U = [ u1 ,u2 ,⋯ ,uN ]
T
构造变量队列{U 'j,w}，w =-W - 1,⋯ ,0,⋯ ,W + 1，W 为正整数，2W + 1 为队列

5
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中变量个数。定义向量 G = [ g1 ,g2 ,⋯ ,gN ]
T

，gj 表示测元分量 uj 的单位增量。定义向量 Q j = [ q1 ,⋯ ,qk ,⋯ ,qN ]
T

，

Q j 的第 j位元素 qj 为 1，其余为 0，即

qk =
ì
í
î

1, k = j，

0, k ≠ j。
按如下公式构造变量 U 'j,w

U 'j,w = U + wQT
j Q j G =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

úu1

⋮
uj - 1

uj

uj + 1

⋮
uN

+ w

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
0

⋮
0

gj

0

⋮
0

 = 

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

úu1

⋮
uj - 1

u'j,w
uj + 1

⋮
uN

， （10）

当当 w = 0 时，U 'j,0 = U，u'j,w = uj + wgj。

2）构造弹道分量数值队列

将变量 U 'j,w 代入测量方程 X = f (U )，得到弹道向量 X 'j,w

X 'j,w = f ( U 'j,w )，

其中，X 'j,w = [ x'1,j,w ,x'2,j,w ,⋯ ,x'6,j,w ]
T

，x'i,j,w 为弹道向量 X 'j,w 的第 i个弹道分量，i = 1,⋯ ,6。

进一步由数值队列{U 'j,w}和{X 'j,w}，建立起测量变量和第 i 个弹道分量组成的数值队列{(U 'j,w ,x'i,j,w )} ，i =

1,⋯ ,6，j = 1,⋯ ,N，w =-W - 1,⋯ ,0,⋯ ,W + 1。

3）求数值队列的样条插值函数

要为{(U 'j,w ,x'i,j,w )}构造如式（6）所示的样条插值函数 Si ( u )，需要式（7）所示的样条曲线边界条件。根据弹

道分量平滑变化特点，提出如下边界条件计算方法

Ṡ i ( u-W ) = ( x 'i,j,-W - x 'i,j,-W - 1

u 'j,-W - u 'j,-W - 1

+
x 'i,j,-W + 1 - x 'i,j,-W

u 'j,-W + 1 - u 'j,-W ) /2 =
x 'i,j,-W + 1 - x 'i,j,-W - 1

2gj

，

Ṡ i ( uW ) = ( x 'i,j,W + 1 - x 'i,j,W
u 'j,W + 1 - u 'j,W

+
x 'i,j,W - x 'i,j,W - 1

u 'j,W - u 'j,W - 1 ) /2 =
x 'i,j,W + 1 - x 'i,j,W - 1

2gj

。

在此边界条件计算方法之下，方程式（8）表述为

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
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ú
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úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú2 1

μ-W + 1 2 λ-W + 1

μ-W + 2 2 λ-W + 2

⋱ ⋱ ⋱
μW - 1 2 λW - 1

1 2
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ê
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ê
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ê

ê
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ú
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ú

ú

ú

ú

ú

úM-W

M-W + 1

M-W + 2

⋮
M W - 1

M W

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úd-W

d-W + 1

d-W + 2

⋮
dW - 1

dW

 ， （11）

进一步计算得到计算方程式（11）中所需的参数

μw ==
1
2
， λw = 1 - μw =

1
2
， w =-W,⋯ ,W，

dw =
3

g 2
j

( x 'i,j,w + 1 - 2x 'i,j,w + x 'i,j,w - 1)， w =-W + 1,⋯ ,0,⋯ ,W - 1，

d-W =
6

g 2
j

( x 'i,j,-W + 1 - 2x 'i,j,-W + x 'i,j,-W - 1)，

dW =
6

g 2
j

( x 'i,j,W + 1 - 2x 'i,j,W + x 'i,j,W - 1)。

求解方程式（11）即可得到[ M-W ,M-W + 1 ,⋯ ,0,⋯ ,M W - 1 ,M W ] T
，从而得到 S ( u ) 在子区间[ u'j,w - 1 ,u'j,w ]（w = -W +

1,⋯ ,W）上的表达式为

6
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S ( u ) =
( u 'j,w - u )3

6hw

M w - 1 +
( u - u 'j,w - 1 )3

6hw

M w + ( x 'i,j,w - 1 - h2
w

6
M w - 1) u 'j,w - u

hw

+ ( x 'i,j,w - h2
w

6
M w) u - u 'j,w - 1

hw

，

其中，u'j,w - 1 < u ≤ u'j,w。S ( u ) 即为数值队列{(U 'j,w ,x'i,j,w )}的样条函数。

4）计算雅克比矩阵

3 次样条插值 S ( u ) 的导数 Ṡ ( u ) 在子区间[ u'j,w - 1 ,u'j,w ]（w = -W + 1,⋯ ,W）上的表达式为

Ṡ ( u ) =
( u - u 'j,w - 1 )2

2hw

M w - ( u 'j,w - u )2

2hw

M w - 1 +
hw

6
(M w - 1 -M w) +

x 'i,j,w - x 'i,j,w - 1

hw

，

Ṡ ( t ) 在 u'j,w ( w = -W + 1,⋯ ,0,⋯ ,W - 1) 点处的表达式为

Ṡ ( u 'j,w ) =
hw

6
(M w - 1 + 2M w) +

x 'i,j,w - x 'i,j,w - 1

hw

， w =-W + 1,⋯ ,0,⋯ ,W - 1，

得到雅克比矩阵元素
∂xi∂uj

的值，即

∂xi

∂uj

= Ṡ ( U 'j,0 ) =
h0

6
( M-1 + 2M 0 ) +

x 'i,j,0 - x 'i,j,-1

h0

 ， （12）
由式（12）计算得到的

∂xi∂uj
( i = 1,⋯ ,6，j = 1,⋯ ,N )，就组成了式（5）所示的弹道关于测元的雅克比

矩阵
∂X
∂U

。

5）评估弹道精度

由式（2）可得测量向量 U 的测量误差传播到弹道参数向量 X 的精度 PX，即

PX =
∂X
∂U

PU ( ∂X
∂U ) T

 ， （13）
在进行设备组合弹道理论精度计算时，测量向量 U 的误差协方差矩阵 PU 里的测量误差应考虑测量系统

误差和随机误差。

4　算法验证

如果利用设计的算法计算得到的雅克比矩阵和弹道精度评估值，与理论上的雅克比矩阵和弹道精度值

相差无几，则可以得出算法是有效可行的结论。

4.1　验证方法

为了便于得到理论上的雅克比矩阵和弹道精度值，采用简单的单台雷达或光学定位方程。由单台设备

定位方程直接解析求导，计算得到弹道序列 X k 相对测元序列 U k 的理论雅克比矩阵 ( ∂X k∂U k ) 0

和弹道理论精度

P 0
X；利用提出的方法计算得到弹道序列 X k 相对测元序列 U k 的雅克比矩阵 ( ∂X k∂U k ) S

和弹道精度 P S
X；( ∂X k∂U k ) S

和 P S
X

的各分量值分别与 ( ∂X k∂U k ) 0

和 P 0
X 的各分量值比较，如果误差很小满足任务要求，则提出的算法是有效可行的。

4.2　验证过程

为突出重点和简化计算，采用设备测量坐标系，假设目标初始点位于测量系原点。

1）由理论弹道反算测元

选取某次任务的 0 ∼ 280.0 s的理论弹道序列[ ]tk，xk，yk，zk

T
，反算测元序列[ ]tk，Rk，Ak，Ek

T
，Tk 为弹道点

k的弹道时间，k = 1,2,⋯ ,K，K = 288，为弹道点数。设备测元计算如式（14）所示

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ïï
ï
ï

ï

Rk = x2
k + y2

k + z 2
k ，

Ak = arcsin ( )zk / x2
k + z 2

k ，

Ek = arctan ( )yk / x2
k + z 2

k 。
（14）

7
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2）计算理论雅克比矩阵

单台设备定位方程为

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x = R × cos E × cos A，

y = R × sin E，

z = R × cos E × sin A。
（15）

由式（15）可推导出弹道位置相对于测元的偏导数解析表达式，得到 Tk 时刻理论雅克比矩阵为

( ∂X k

∂U k
) 0

= ( )cos Ek cos Ak -Rk cos Ek sin Ak -Rk sin Ek cos Ak

sin E 0 Rk cos Ek

cos Ek sin Ak Rk cos Ek cos Ak -Rk sin Ek sin Ak

，

其中，Rk、Ak、Ek 由式（14）计算得到。

3）利用提出的数值微分方法计算雅克比矩阵

在各个弹道点时刻 Tk，按照算法步骤，计算弹道位置分量 X k 相对于测元 U k 的偏导数矩阵 ( ∂X k∂U k ) S

。

式（10）中的变量取值如下 W = 2，gR = 10 m，gA = 0.000 15 rad，gE = 0.000 15 rad。

4）比较雅克比矩阵精度

雅克比矩阵 ( ∂X k∂U k ) S

计算精度用绝对误差 σM 来衡量，计算如下式所示

σM =
1
K∑k = 1

K

σM k
，σ 2

Mk =
1
9∑i = 1

3 ∑
j = 1

3 ( )( )∂X k∂U k

S

i,j

- ( )∂X k∂U k

0

i,j

2

，

计算得到的绝对误差值为：σM = 0.007 9。其中： ( ∂X k∂U k ) S

i,j

表示矩阵 ( ∂X k∂U k ) S

的第 i行第 j列的元素；( ∂X k∂U k ) 0

i,j

表示矩阵 ( ∂X k∂U k ) 0

的第 i行第 j列的元素。

5）计算弹道精度

按照式（13）分别计算出弹道位置分量评估精度 P 0
X 和本算法的弹道评估精度 P S

X

P 0
X = ( ∂X k

∂U k
) 0

PU (( ∂X k

∂U k
) 0) T

 ， P S
X = ( ∂X k

∂U k
) S

PU (( ∂X k

∂U k
) S) T

。

假设测元误差之间相互独立，测元误差协方差矩阵 PU = diag (σ 2
R ,σ 2

A ,σ 2
E )，按根据设备测量精度要求，测量

误差取值为：σR = 46 m，σA = 0.000 45 rad，σE = 0.000 49 rad。

6）比较弹道精度

协方差矩阵 P S
X 计算精度用绝对误差 σX 来衡量，计算方法如下式所示

σX =
1
K∑k = 1

K

σX k
， σ 2

X k
=∑

i = 1

3 ( )( )P S
X

i,i
- ( )P 0

X
i,i

2

，   

其中：( P S
X ) i,i

表示矩阵 P S
X 的第 i行第 i列的元素；( P 0

X ) i,i
表示矩阵 P 0

X 的第 i行第 i列的元素。

统计的位置精度与理论位置精度的误差均值为：σX = 2.09 × 10-5 m。任务方案中对弹道精度要求的描述

是精确到 m。因此，本算法的计算精度满足工程要求。从上面验证过程和结果可知，采用研究提出的基于数

值微分的弹道理论精度评估算法计算精度较高，算法有效可行。

5　结束语

基于误差传播原理的精度评估方法广泛应用于精度评估领域。但算法中的雅克比矩阵的求解比较复

杂，复杂组合弹道方程的偏导数不易采用解析方法求得，难以编码实现计算机自动处理。研究提出基于数值

微分实现简便有效、易于编程实现的通用方法来求解雅克比矩阵，设计了基于数值微分的设备组合弹道理论

精度评估算法，验证算法的有效性和可行性。提出的算法可为设备组合弹道精度评估系统，为测控设备测量

站配置方案，设备组合选优方案的制定提供算法基础。

8
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