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基于 WENO 格式有限体积法的铁磁流体两相流
相场方法

张少松 1，张良奇 1，陈黎明 1，王小双 2，肖 姚 1，曾 忠 1

（1. 重庆大学  航空航天学院，重庆  400044； 2. 沪渝人工智能研究院，重庆  401332）

摘要：采用基于 WENO 格式的有限体积法，发展了包括铁磁流体的两相流相场方法。采用不

可压缩 Navier-Stokes 方程描述流体流动，利用 Cahn-Hilliard 方程捕捉两相流界面运动，并采用

Maxwell 方程描述磁场分布。同时，在流体流动控制方程中加入开尔文力和表面张力以实现磁场

对界面动力学行为的描述。将四阶 Cahn-Hilliard 方程拆分为 2 个 Helmholtz 类型方程，从而克服四

阶非线性项的离散和高精度计算带来的难题。采用五阶 WENO 格式对控制方程的对流项进行统

一离散处理，从而提高数值计算的精度性，同时避免产生数值振荡。Zalesak’s 圆盘问题数值模拟的

结果表明，本文方法的相界面捕捉精度高于参考文献中所报道的离散方法，与高精度相场方法的精

度相当；对剪切流中的液滴变形问题的数值模拟揭示本文数值方法可以更真实地捕捉到更多个卫

星液滴。此外，针对磁场影响下，较低毛细数条件的铁磁流体液滴剪切变形研究显示，当外加磁场

方向与液滴水动力学变形方向一致时，磁场的作用会放大液滴变形，进一步增加磁场强度会诱发液

滴分裂；而当外加磁场方向与液滴水动力学变形方向垂直时，较低强度的磁场作用能够改变液滴变

形方向，而较高强度的磁场则会使液滴直接呈现出沿磁场方向变形。
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Stokes equations is used to describe fluide flow, the Cahn-Hilliard equation is adopted to capture interfacial 

motion of two-phase flow, and the Maxwell equation is used to describe external magnetic field distribution. At 

the same time, adding Kelvin force and surface tension to the fluid flow control equation to achieve the 

description of interface dynamic behavior by magnetic field. To address the challenges posed by the fourth-order 

nonlinear diffusion terms, the Cahn-Hilliard equation is decomposed into two Helmholtz equations. The fifth-

order WENO scheme is employed to handle the convection term, enhancing computational accuracy and 

mitigating numerical oscillations. Validation through Zalesak ’ s disk problem shows that the proposed method 

achieves higher phase interface capture accuracy compared to existing references, while maintaining performance 

comparable to high-precision phase field methods. The method is applied to investigate droplet shear deformation, 

revealing its capability to capture more satellite droplets. Moreover, research on the shear deformation of 

ferromagnetic fluid droplets under the influence of magnetic fields and with lower capillary numbers indicates that 

the magnetic interfacial force favors droplet deformation when the external magnetic field direction aligns with 

the hydrodynamic deformation. Furthermore, increasing the magnetic field intensity leads to droplet splitting. 

Conversely, when the magnetic field is nearly perpendicular to the deformation direction, a low-intensity field 

alters the deformation trajectory, while a high intensity magnetic field enforces deformation along the magnetic 

field direction.

Keywords: phase-field method; finite volume method; ferrofluid droplets; magnetic field control

铁磁流体凭借其优越的变形能力和磁场可控性而受到广泛应用 [1]。最具代表性的应用是铁磁流体液滴

可用作反应平台或载体，在芯片实验室中实现高效可控的样品输运。此外，铁磁流体液滴在外加磁场的精确

控制下能分裂成多个子液滴，再按需重新融合，被视为能实现复杂功能的微型磁性软机器人，在医疗保健、生

物工程和微操作等领域展现了巨大应用潜力，吸引了大量研究者的兴趣 [2⁃6]。

为了深入研究铁磁流体的界面动力学行为，已经发展出多种多相铁磁流体流动数值方法。Gao 等 [7]采用

流体体积（VOF）方法模拟了微重力真空条件下金属液滴在磁场区域内的运动情况。Korlie 等 [8]提出了一种

VOF 方法来模拟铁磁流体中气泡和液滴的运动。Cunha Lucas 等 [9]利用 Level Set 方法对在较高雷诺数（Re=

1）下，磁场诱导的剪切流中铁磁液滴破碎的现象进行数值模拟研究。研究结果表明，当磁场作用方向与流动

方向平行时，会延迟破裂过程，减小卫星液滴的尺寸；相反，如果在垂直于流动方向上施加磁场，则可以通过

调整磁场强度来诱导、延迟甚至阻止液滴的破裂。近期有许多学者开始使用相场法来描述多相铁磁流体流

动行为。与前述的 2 种界面描述方法相比，相场法避免了额外的界面几何重构和重新初始化过程，而且表面

张力计算简单，并且能够确保质量和能量的守恒。Nochetto 等 [10]开发出含铁磁流体两相流的相场模型，能捕

获铁磁流体的基本流动现象，如 Rosensweig 不稳定性和铁磁流体刺猬。Hu 等 [11]将相场方法应用于铁磁流体

流动，采用守恒的 Allen-Cahn 方程捕捉界面。他们开发了一种多松弛格子玻尔兹曼方法（MRT-LBM）来求解

控制方程。Khan 等 [12]用新近发展的简化多相格子玻尔兹曼方法（SMLBM）捕捉铁磁流体的流体动力学行

为，通过数值模拟研究，探讨了在均匀磁场作用下铁磁流体中铁磁液滴变形和磁流体气泡融合的动力学

过程。

铁磁流体液滴在微流控技术和生物医药领域的前沿应用需要精确控制其界面动力学行为，而对铁磁液

滴运动和变形行为进行数值模拟研究能为理解控制机理和设计控制方式提供必要的理论支持。笔者拟选择

铁磁流体相场模型为理论模型，应用基于五阶 WENO 格式的有限体积方法统一离散求解控制方程组，以准

确描述铁磁流体液滴的界面动力学行为。Tang 等 [13]指出，基于 Cahn-Hilliard 方程相场模型的数值求解存在

很大难度，如处理高阶非线性扩散项、保持长时间数值计算的精度，以及能量稳定性等，都是需要克服的挑

战。Yue 等 [14]明确指出相变量的数值扰动会导致液滴体积的非物理收缩，并破坏质量守恒。这里，借鉴了

Dong 等 [15]的工作思路，将四阶 Cahn-Hilliard 方程拆分为 2 个 Helmholtz 形式方程，这样可以克服由四阶非线
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性项带来的困难。为了提升鲁棒性，采用了五阶 WENO 格式来统一处理控制方程的对流项，以提高数值计

算的精度，同时避免数值振荡 [16]。此外，参考 Huang 等 [17]的研究，引入了一致、守恒的质量通量来描述相变量

扩散对质量和动量输运的影响，保证相界面处动量输运的守恒性。采用增量压力修正方案，实现不可压缩流

的流动速度和压力的解耦，从而在每一个时间步，只需要求解一系列解耦的速度和压力离散方程 [18]。本文提

出的方法采用了统一的控制体构造方式，所有变量都存储在控制体中心，也就是采用同位网格。采用了

Rhie-Chow 插值修正面心速度，以抑制压力振荡 [19]。在采用 Zalesak’s 圆盘问题验证所提出方法在捕捉界面

精度上的优越性后，将其应用于研究在磁场作用下铁磁流体液滴剪切变形的动力学。

1　理论模型与数值方法

1.1　两相铁磁流体相场模型

研究对象是包含铁磁流体的两相流，其中一相为铁磁流体，另一相为非磁性流体。两相铁磁流体流动的

相场模型归纳如下。

1.1.1　相场方程

采用 Cahn-Hilliard 相场模型 [20]来描述不可压缩两相流的非混溶界面。

∂ϕ
∂t

+ ∇ ⋅ (uϕ) = ∇ ⋅ (M∇ξ )， （1）

ξ = K (F′ (ϕ) - ∇2ϕ)， （2）

K =
3

2 2
σε， （3）

F (ϕ) =
1

4ε2 (1 - ϕ) 2 (1 + ϕ) 2

， （4）

式中：ϕ = 1 和 -1 分别为流体 1 和流体 2；u 为速度；M 为迁移率；ξ为化学势；K 为混合能密度；ε为相场模型中

的界面厚度；σ为 2 种流体之间的表面张力系数；F(ϕ)为体自由能密度，通常选用一个双阱势函数来表示。

1.1.2　流动方程

采用不可压缩 Navier-Stokes 方程描述两相流。同时，参考了 Huang 等 [17]的研究工作，引入一致、守恒的

质量通量 mcc来描述相变量扩散对质量、动量输运的影响，以确保相界面处动量输运的守恒性。

∂ρu
∂t

+ ∇ ⋅( m cc ⊗ u ) = -∇p + ∇ ⋅[ μ (∇u + ( ∇u )T) ]+ F total ， （5）

∇ ⋅ u = 0， （6）

m cc = ρu - ρ1 - ρ2

2
M∇ξ， （7）

式中：ρ是密度；μ是动力黏度；p 是压力；Ftotal是外力项（包括表面张力 Fσ和开尔文力 Fmg）。

应用连续表面力模型 [21⁃22]计算表面张力。当流场的表面张力系数为常数时，表面张力则满足

F σ =
3 2

4
σ
ε
ξ∇ϕ。 （8）

两相体系的密度 ρ和动力黏度 μ与序参量 ϕ之间存在线性关系，定义为

ρ =
ρ1 + ρ2

2
+
ρ1 - ρ2

2
ϕ，μ =

μ1 + μ2

2
+
μ1 - μ2

2
ϕ， （9）

式中：ρ1和 ρ2分别为 2 种流体的密度；μ1和 μ2分别为 2 种流体的动力黏度。

1.1.3　磁场方程

由于关注重点在铁磁流体的界面动力学，故忽略了铁磁流体的内旋效应，而采用非导电铁磁流体的

Maxwell方程 [11]来描述磁场。

∇ ⋅ B = 0， （10）

∇ ⋅Η = 0， （11）

式中：B 和 H 分别为磁感应强度和磁场强度。B 可以表示为
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B = η0 ( H + M ) = η0 ( 1 + χ ) H = ηH， （12）

式中：M 为磁化强度；η是磁导率；χ是磁化率；η0为真空磁导率，这里取值为 4π×10-7 N/A2。根据方程（11）所示

磁场 H 的无旋条件，引入一个磁标量势 ψ，定义为

H = -∇ψ。 （13）

将方程（13）代入方程（12），然后代入方程（10），得到磁势方程

∇ ⋅ (η∇ψ ) = 0。 （14）

在计算过程中，通过更新磁势方程（14）来求解磁标量势 ψ。根据方程（17），磁标量势 ψ与相界面 ϕ之间

通过磁导率 η耦合。当相界面发生变化时，对应的磁势也会随之改变，从而更新磁场 H。

外加磁场会对铁磁流体相产生附加磁应力

τm = - η0

2
|H |2 I + HB， （15）

式中：τm表示附加的磁应力张量，磁应力张量的作用等价于在磁流体相中施加开尔文力 Fmg。

Fmg = ∇ ⋅ τm = - η0

2
∇ (|H |2) + ( B ⋅ ∇ ) H = - η0 χ

2
∇|H |2， （16）

两相体系的磁导率 η和磁化率 χ与序参量 ϕ之间存在线性关系

η =
η1 + η2

2
+
η1 - η2

2
ϕ，χ =

χ1 + χ2

2
+
χ1 - χ2

2
ϕ， （17）

式中：η1和 η2分别为 2 种流体的磁导率；χ1和 χ2分别为 2 种流体的磁化率。

垂直磁场情况下，上下壁面边界条件为
∂ψ
∂y

= H，左右壁面边界条件为
∂ψ
∂x

= 0，H 为初始磁场强度。

1.2　控制方程的离散

采用同位网格进行离散，即采用统一的控制体构造方式，而且所有变量都存储在控制中心，对流项采用

五阶 WENO 显式处理。

1.1.1　时间离散

瞬态项采用二阶向后差分进行离散，

∂f
∂t

=
3f n + 1 - 4f n + f n - 1

2Δt
， （18）

式中：f 为标量函数的节点值；Δt 为时间步长；用上标 n 表示当前时间步；n+1 表示下一时间步；n - 1 表示上一

时间步。

为了方便后续离散的描述，瞬态项离散可以写为

∂f n + 1

∂t
=
γ0 f n + 1 - f

⌢
Δt

， （19）

其中

γ0 ={1，  if  J = 1，

1.5，  if  J = 2，
（20）

f
⌢

=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

f n，  if  J = 1，

2f n - 1
2

f n - 1，  if  J = 2。 （21）

除此之外，定义 f *,n + 1 代表时间上 J阶显式逼近 f n + 1，

f *，n + 1 =
ì
í
î

f n，  if  J = 1，

2f n - f n - 1，  if  J = 2。 （22）

1.1.2　空间算子离散

基于中心差分格式，对控制方程的梯度、散度、拉普拉斯算子进行离散，梯度算子离散为
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∇f ( i，j ) =
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

∂f/∂x

∂f/∂y
=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úf ( i + 1，j )- f ( i - 1，j )
2Δx

f ( i，j + 1 )- f ( i，j - 1 )
2Δy

， （23）

式中：Δx和 Δy分别表示 x轴和 y轴上的网格步长。

散度算子离散为

∇ ⋅ F ( i，j ) =
∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
=

Fx ( i + 1，j )- Fx ( i - 1，j )
2Δx

+
Fy ( i，j + 1 )- Fy ( i，j - 1 )

2Δy
， （24）

式中：F ( i, j ) 为矢量函数的节点值；Fx为矢量函数 x轴上的节点值；Fy为矢量函数 y轴上的节点值。

拉普拉斯算子离散为

∇2 f ( i，j ) = ∇ ⋅ ∇f ( i，j ) =

      
∂ x f ( )i +

1
2
，j - ∂ x f ( )i - 1

2
，j

Δx
+

∂ y f ( )i，j +
1
2

- ∂ y f ( )i，j - 1
2

Δy
=

      

f ( i + 1，j )- f ( i，j )
Δx

- f ( i，j )- f ( i - 1，j )
Δx

Δx
+

f ( i，j + 1 )- f ( i，j )
Δy

- f ( i，j )- f ( i，j - 1 )
Δy

Δy
=

      -( 2

Δx2
+

2

Δy2 ) f ( i，j ) +
1

Δx2
f ( i - 1，j ) +

1

Δx2
f ( i + 1，j ) +

1

Δy2
f ( i，j - 1 ) +

1

Δy2
f ( i，j + 1 ) 。

（25）

1.1.3　Cahn-Hilliard 方程的离散

将相场方程分解为 2 个二阶 Helmholtz方程离散求解 [15]

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

∇2φ - ( )α +
S

ε2
φ = Q，

∇2ϕn + 1 + αϕn + 1 = φ。
（26）

其中

S ≥ ε2 4γ0

KMΔt
， （27）

α = - S

2ε2 (1 + 1 - 4γ0

KMΔt
ε4

S 2 )， （28）

Q =
1

KM

é

ë

ê
êê
ê ϕ̂
Δt

- ∇ ⋅ (u*，n + 1 ϕ͂*，n + 1) + S n + 1
ϕ

ù

û

ú
úú
ú

+ ∇2 F′ (ϕ*，n + 1) - S

ε2
∇2ϕ*，n + 1， （29）

式中：γ0 值为 1.5，当时间格式为二阶向后差分时，(⋅) = 2 (⋅)n - 0.5 (⋅)n - 1，(⋅)*,n + 1 = 2 (⋅)n - (⋅)n - 1，对流项中的变量

插值 ( )⋅∼ 采用五阶 WENO 格式处理，其他空间算子均用中心差分格式。ϕn + 1 和 φ的边界条件为

n ⋅ ∇ϕ = 0，n ⋅ ∇φ = 0。 （30）

1.1.4　Navier-Stokes 方程的离散

采用增量压力修正投影法对 Navier-Stokes 方程进行解耦求解，将动量方程（5）拆分为方程（31）和方

程（32）。

∂ ( ρu )
∂t

| *
n + ∇ ⋅ (m cc ⊗ u) = ∇ ⋅[ μ (∇u + ∇uT) ]- ∇pn + F total ， （31）

∂ ( ρu )
∂t

| n + 1∗ = ∇ ( )-pn + 1 + pn ， （32）

式中：u*为中间速度。

1）预测步。将方程（31）的部分黏性项移到方程左侧进行隐式处理，对流项采用五阶 WENO 显式处理，

如下所示。
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3
2
ρn + 1 u*

dt
- ∇ ⋅( μn + 1 ∇u* ) =

2ρn un - 1
2
ρn - 1 un - 1

dt
- ∇ ⋅ (m cc ⊗ u͂) *，n + 1

+

            ∇ ⋅ ( μn + 1 ∇ (u*，n + 1) T) - ∇p*，n + 1 + F n + 1

total 。
（33）

2）压力修正步。在方程（32）两端同时取散度，结合连续性方程（6）推导出增量压力泊松方程

∇ ⋅ ( 1

ρn + 1
∇p ′) =

3
2dt

∇ ⋅ û∗， （34）

p ′= pn + 1 - pn。 （35）

3）速度插值。采用同位网格进行离散，即采用统一的控制体构造方式，而且所有变量都存储在控制中

心，离散方程（34）时引入 Rhie-Chow 插值，以避免压力震荡。将式（33）在如图 1 所示的控制体积 P 中进行离

散，得到的各项系数为

aP =
μW + 2μP + μE

2
Δy
Δx

+
μN + 2μP + μS

2
Δx
Δy

，

aE =
μE + μP

2
Δy
Δx

，aW =
μW + μP

2
Δy
Δx

，

aN =
μN + μP

2
Δx
Δy

，aS =
μS + μP

2
Δx
Δy

。
（36）

采用 Rhie-Chow 插值修正面心速度 u∗
f 以实现对方程（34）右端速度散度项的处理

û∗
fx

=
u*

P + u*
E

2
+ Rx， （37）

v̂∗
fy

=
v*

P + v*
N

2
+ Ry， （38）

式中：下标 fx 表示节点 P 和 E 的中间界面；fy 表示 P 和 N 节点的中间界面。在相场两相流中，修正算子 R 计算

如下，

Rx = - d̂ fx

4Δx
[ pW - 3pP + 3pE - pEE ]+

3 2
4

σ
ε

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
ξ fx

∂ϕ
∂x

|

|

|
||
|

fx
- ρ fx

2 ( ξP

ρP

∂ϕ
∂x

|
P

+
ξE

ρE

∂ϕ
∂x

|
E) ùûúúúú， （39）

Ry = - d̂ fy

4Δy
[ pS - 3pP + 3pN - pNN ]+

3 2
4

σ
ε

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
ξ fy

∂ϕ
∂y

|

|

|
||
|

fy
- ρ fy

2 ( ξP

ρP

∂ϕ
∂y

|
P

+
ξN

ρN

∂ϕ
∂y

|
N) ùûúúúú， （40）

d̂ f =

3
2
ρ f

dt
⋅ ΔV

aP

1 +
3
2
ρ f

dt
⋅ ΔV

aP

， （41）

f为网格单元的面心

图 1　等距同位网格

Fig. 1　　Equidistant parity grid
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式中：f表示面心；ΔV 为单元的体积。

4）最终步。由前两步求得的 û* 和 p′求解出 un + 1。

un + 1 = û* - 2dt

3ρn + 1
∇p ′ 。 （42）

2　数值验证

2.1　界面捕捉精度的数值验证

利用经典的 Zalesak’s 圆盘旋转案例来验证本文方法在界面捕捉精度方面的效果。理论上，经过一个或

者多个周期的旋转后，圆盘将回到初始位置，因此，通过比较经过周期旋转后的界面形态与初始界面形态即

可反映数值计算界面捕捉精度。算例设置如图 2 所示。一个带凹槽的圆盘放在大小为 L0×L0的周期区域的中

心，取 L0=200，圆盘的半径和凹槽的宽度分别为 80 和 16，扩散界面区域的厚度设置为 ε=2.0。圆盘在如下速

度场的驱动下做周期性旋转。

u = -U 0 π ( y
L0

- 0.5)， v = U 0 π ( x
L0

- 0.5)。 （43）

实际计算中，取特征速度 U0=0.02 和 0.04。时间步长和网格步长为∆t=∆x=1，四周采用纽曼边界条件。定

义无量纲参数 Peclet´为 Pe=U0ε/M 以反映算例设置。

图 3 展示了在 Pe=800 时的圆盘周期性旋转的过程。从图 3 可以看出在经历一个完整的周期后，圆盘的

形状与初始形状几乎完全重合。此外，为进一步量化当前方法的界面捕捉精度，定义如下误差以定量表征数

值结果的精度。

E r =
∑

i

|| ϕ final
i

- ϕ0
i

∑
i

|| ϕ0
i

， （44）

式中：ϕ final

i
为数值计算得到的一个周期后相变量分布；ϕ0

i
为初始相变量分布。表 1 对比分析了 Pe=400 和 800

下界面计算误差。在相同的网格分辨率下，当前方法数值计算的误差远小于文献报道的结果 [23⁃24]：对于 2 个

M=0.000 1 的算例，当前计算结果的误差约为 Wang 等 [23]报道误差的 1/20。本文方法精度与 Xiao 等 [25]提出的

基于 4 阶谱元离散的高精度相场方法相当，这充分反映了当前方法的良好界面捕捉精度。

图 2　Zalesak’s 圆盘的初始形状

Fig. 2　　The initial shape of Zalesak’’s disk
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图 4 展示了 Pe=800 时，不同网格分辨率 N×N 的误差变化曲线，横坐标为网格分辨率 N（N=50、100、200、

256），纵坐标为误差 Er。结果表明，误差随网格分辨率呈线性收敛，收敛阶数约为 2.5。

图 3　Pe=800时不同时刻的界面形状

Fig. 3　　When Pe=800, the interface shapes at different time points

表 1　U0=0.02和 0.04时，Zalesak圆盘问题本文方法与文献[23⁃25]的相对误差对比

Table 1　　When U0=0.02 and 0.04, comparison of the Zalesak disk problem’’s relative errors of method presented in this paper 

with those of references [23-25]

M

0.01

0.001

0.000 1

U0=0.02

本文方法

0.016 507 0

0.004 900 9

0.001 732 8

文献[23]

（AC）

0.026 958

0.041 451

0.043 452

文献[24]

（CH）

0.042 114

0.055 458

0.095 332

文献[25]

0.025 6

0.007 8

0.002 3

U0=0.04

本文方法

0.010 937

0.003 567 4

0.002 712 8

文献[23]

（AC）

0.026 641

0.040 926

0.049 172

文献[24]

（CH）

0.048 562

0.069 678

—

文献[25]

0.012 6

0.003 8

0.001 8
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2.2　液滴在剪切流动下的变形

单个液滴在剪切流动中的变形是检验两相流数值方法界面捕捉精度的另一个经典算例，该算例设置如

图 5 所示。一个半径为 R 的液滴最初放置在 8R×8R 的计算域中心，网格分辨率为 200×200。计算域的上下固

壁分别以大小为 U 的速度向相反方向移动，左右边界为周期性边界条件。为了量化液滴变形，定义液滴的变

形参数 D = ( L - B ) ( L + B )，L 和 B 分别为变形液滴在平衡状态下的长轴和短轴的长度。

当前算例界面变形的无量纲控制参数有

Ca = μγ̇R/σ，Re = ργ̇R2 /μ， （45）

式中：Ca 为毛细数；Re为雷诺数；γ̇为剪切率；λ为黏度比。

图 4　误差随网格收敛的变化曲线图

Fig. 4　　Error variation with grid convergence plot

图 5　剪切流动中液滴变形的初始形状

Fig. 5　　The initial deformation of droplets in shear flow
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λ =
μh

μ l

，  γ̇ = U/ ( Ly )。 （46）

文献[26]指出，当 Ca<<1 和 Re<<1 时，液滴剪切变形满足如下理论关系

D taylor =
L - B
L + B

=
19λ + 16
16λ + 16

Ca。 （47）

上式变形参数预测依赖于流动无界且雷诺数趋近于零的假设。然而，在数值研究中，上下 2 个运动壁面

会对内部流动产生约束效应，定义几何约束比为 2R0/Hd以量化约束效应的影响。文献[27⁃28]指出，当约束比

2R0/Hd<0.4 时，约束效应对液滴变形的影响可以忽略不计，所以选取 2R0/Hd=0.25。Cox[29]对 Taylor理论做了延

伸拓展以描述较大 Ca 数条件下的液滴变形

D cox = D taylor 

é

ë

ê
êê
ê1 + ( 19Caλ

20 ) 2ù

û

ú
úú
ú

- 1
2

。 （48）

图 6 展示了不同毛细数下（Ca=0.1、0.25、0.4、0.5）平衡态液滴界面形态，可以看出随着 Ca 数的不断增大，

黏性力作用增强，液滴变形程度越大。图 7 给出了当前数值计算得到的变形参数随 Ca 的变化，当前方法所

得数值结果与 Cox 变形理论和参考文献[30]非常吻合。

为验证当前数值方法捕捉液滴破碎行为的能力，探讨了在更高雷诺数（Re）条件下的液滴剪切变形。取

Re=1，Ca=0.5，λ=1.2，Cn= ε/Ly=0.007 5；半径为 R 的液滴放置在 16R×8R 的计算域的中心，网格分辨率为

200×100。

图 8 展示了不同时刻液滴界面形状的演化过程，观察到液滴破裂前的界面变形结果与文献[9]和文献[30]

的报道是一致的。然而，在液滴破碎以后，本文的相场方法预测出现了 4 个卫星液滴，而相同条件下，文献[9]

图 6　不同毛细数下平衡液滴形态

Fig. 6　　Balanced droplet morphologies at different capillary numbers
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报道只出现了 1 个卫星液滴，文献[30]的结果出现了 2 个卫星液滴。Hu 等 [31]和 Li等 [32]指出，改善守恒性、减少

数值耗散能够显著提高相场方法捕捉微小界面变形细节的能力，他们改良的相场方法分别在液滴剪切问题

和液滴撞击液膜问题中捕捉到了更多的卫星液滴。此外，相场方法界面捕捉精度与界面厚度和空间网格分

辨率相关。这里首先对当前的数值计算进行 Cn 数和网格分辨率的收敛性验证。如图 9 所示，较大 Cn 数对应

过宽的界面厚度，使微小界面结构变化被抹平，所以在 Cn=0.01 时，没有观测到卫星液滴；降低 Cn 数，数值计

算捕捉细小界面变形的能力显著改善，当 Cn=0.008 时出现 4 个卫星液滴，再进一步降低界面厚度，不再出现

更多卫星液滴，所以当前结果是关于界面厚度参数收敛的。此外，如图 10 所示，固定 Cn=0.007 5，网格分辨

率增大，液滴破碎后仍观察到 4 个卫星液滴，所以网格分辨率为 200×100 时数值结果已经实现收敛。

图 7　数值结果与 Cox理论和 Level Set方法的对比

Fig. 7　　Numerical results comparison between Cox theory and Level Set method

图 8　当 Re=1，Ca=0.5，λ=1.2时，单液滴剪切流中液滴破碎随时间变化图

Fig. 8　　Evolution of the broken of a droplet in a single droplet shear flow over time when Re=1, Ca=0.5, and λ=1.2
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2.3　静态磁场作用下液滴的变形

为验证当前方法描述磁场作用的准确性，模拟了不同磁场强度条件下的铁磁流体液滴变形。在这种情

况下，将半径为 1 的铁磁流体液滴放置在 16×16 的矩形区域的中心。铁磁流体和非磁性环境流体的材料性质

与 Flament实验研究 [33]类似。当施加垂直向上方向的均匀磁场时，开尔文力会在 2 种流体界面处由于磁场作

用产生，并打破表面张力与压力梯度的平衡，铁磁流体液滴发生沿磁场方向的变形。选用的参数为黏度比 λ=

1，磁导率比 ζ=ηh/ηl=3.2，网格分辨率为 200×200。

图 11（a）描述了在不同磁场强度 H（H=1.2，2.4，2.9，3.7，5.5 kA/m）下，铁磁流体液滴的平衡态界面形状。

当施加竖直方向的均匀磁场时，液滴会在磁界面力的作用下沿磁场方向伸长，而表面张力的作用则努力使液

滴恢复到圆形。当液滴开始变形时，由于液滴上下两端曲率的增加，表面张力也随之增加，与磁界面力趋于

平衡，铁磁液滴的形态也达到了平衡态。随着磁场强度的增大，铁磁流体液滴将会在垂直方向上被进一步被

拉长。图 11（b）将求得的平衡态的长短轴比 b/a 的数值结果与实验结果 [33]和 Hu 等 [11]的数值结果进行了对比，

结果表明本文提出的方法能给出与实验和参考文献定量一致的结果。

图 9　当 Re=1，Ca=0.5，λ=1.2时，单液滴剪切流中不同 Cn数液滴破碎图

Fig. 9　　The broken of a droplet in a single droplet shear flow with different Cn numbers when Re=1, Ca=0.5, and λ=1.2

图 10　当 Re=1，Ca=0.5，λ=1.2，Cn=0.007 5时，网格分辨率为 400×200时液滴破碎图

Fig. 10　　The broken of a droplet with mesh resolution of 400×200 when Re=1, Ca=0.5, λ=1.2, and Cn=0.007 5
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2.4　斯托克斯流动中液滴在静态磁场作用下的变形

外加磁场能够显著影响铁磁流体液滴的变形，从而能够控制简单剪切流动中液滴界面变形的控制，算例

设置如图 12 所示。半径为 R 的液滴放置在 16R×8R 的计算域的中心，流场区域采用 200×100 的网格分辨率，

计算域上下固壁以速度值U沿相反方向运动，左右边界使用周期性边界条件。磁场方向与流场方向之间的夹角为

α，引入磁键数Bom=Rη0H
2
0/2σ反映磁场强度。选取参数为Re = 1，Ca = 0.1，λ = 1，ζ = 2，Cn = ε/Ly = 0.007 5。

2.4.1　α=45°时磁流体液滴剪切变形

当施加 45°方向均匀磁场时，图 13 展示了不同磁键数 Bom下铁磁流体液滴界面形态随时间的演变。如图

13（a）所示，当无磁场分布时（Bom=0），展示了铁磁流体液滴在剪切流动下的变形过程。在惯性力、黏性力和

图 11　不同磁场强度 H时磁流体液滴的平衡态形状图和长径比与实验结果 [33]和参考文献 [11]的比较图

Fig. 11　　The equilibrium shape and comparison of the length-diameter ratio of magnetic fluid droplets with 

experimental results[33] and reference[11] at different magnetic field intensities H

图 12　静态磁场作用下液滴在剪切流动中的初始形状

Fig. 12　　Initial shape of droplet in shear flow under static magnetic field
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表面张力的共同作用下，液滴向流场方向的拉伸，在 t=5 s 时液滴达到平衡态形状。需要指出的是，磁场强度

为零时，液滴伸长变形方向与外加磁场方向趋近一致，将不考虑磁场作用的液滴变形称为水动力学变形。当

施加一个较小的磁场强度（Bom=2.010 6）后，如图 13（b）所示，由于磁界面力作用，铁磁流体液滴变形加剧，但

此时液滴还没有破裂，在 t=10 s 后达到平衡态形状。继续增大磁场强度（Bom=12.566 4），从图 13（c）中可以看

出，显著增大的磁场作用导致液滴快速拉长并逐渐破碎成 2 个子液滴。显然，当外加磁场方向与液滴水动力

学变形方向一致时，磁场作用会加剧液滴变形，持续增加磁场强度会导致液滴分裂。
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图 13　不同 Bom数单液滴剪切流中液滴随时间变化图

Fig. 13　　Droplet change over time in a single droplet shear flow with different Bom numbers

2.4.2　α=135°时磁流体液滴剪切变形

当外加磁场方向转变为 α = 135o，即与液滴水动力学变形方向垂直。如图 14 所示，磁场强度为零时，液

滴依然只发生水动力学变形，平衡态形状与图 13（a）相同。施加与前述算例强度相同的磁场，即 Bom=2.010 6

和 Bom=12.566 4，磁界面力的作用直接改变了液滴的变形方向，使之朝着 135°方向拉长变薄，如图 14 所示，在

不同磁场强度下，液滴的拉伸变形程度会随着磁场强度的增大而增大。

为了更全面地理解外加磁场对液滴剪切变形的影响，图 15 给出了较小磁场强度作用下的平衡态液滴界

面形态。在较小强度的磁场作用下，Bom=0.282 7 时，液滴的变形方向发生了变化，伸长方向向磁场作用方向

发生了偏转。进一步增加磁场强度，Bom=0.502 7 时，液滴变形方向则继续向磁场作用方向偏转。显然，低强

度的磁场作用可以改变液滴的变形方向。

图 14　不同 Bom数单液滴剪切流中液滴平衡态图

Fig. 14　　Droplet equilibrium in shear flow of single droplet with different Bom numbers
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3　结束语

采用基于同位网格的有限体积法来求解耦合的不可压缩 Navier-Stokes 方程、Cahn-Hilliard 方程和

Maxwell 方程组成的控制方程组，从而发展了含铁磁流体两相流的相场方法，通过对 Cahn-Hilliard 方程的分

解和高阶对流格式的应用，提高了方法的界面捕捉精度和鲁棒性。Zalesak’s圆盘问题的数值模拟结果表明，

本文方法界面捕捉精度远高于文献报道的二阶数值方法，与 Xiao 等 [25]提出的基于 4 阶谱元离散的高精度相

场方法精度相当。对液滴剪切变形问题的研究表明，小雷诺数（Re）条件下本文方法得出的结果与 Cox 理论

预测更为吻合。当进一步提高 Re，本文方法成功捕捉到了液滴分离的过程，并且观察到了 4 个卫星液滴，这

反映了本文方法在捕捉细小界面形变行为方面具有优秀的能力。

通过精确预测均匀磁场作用下铁磁流体液滴的变形，验证了本文方法在描述外加均匀磁场作用的能力。

经过充分的验证后，将本文方法应用于研究均匀磁场作用下铁磁流体液滴的剪切破碎现象。当 Ca 数较小

（Ca=0.1）且忽略外加磁场作用时，液滴不会发生破碎。当施加 45°方向不同强度的均匀磁场时，可以观察到

在较小磁键数（Bom=2.010 6）时，铁磁流体液滴变形程度增强，液滴进一步被拉长，但还没有破裂；当继续增加

磁场强度（Bom=12.566 4），可以观察到母液滴最终分裂成 2 个子液滴。改变磁场方向（α =135°），在较小磁场

强度条件下液滴的变形方向会朝磁场作用方向偏转，而在较大磁场强度下，液滴则会完全沿着磁场方向变

形，并且随着磁场强度的持续增加，液滴的变形将会越来越剧烈。
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Fig. 15　　Droplet equilibrium in a single droplet shear flow with smaller Bom number
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