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摘要：反应堆运行时，锆合金包壳会承载一定循环载荷，在设计过程中必须要考虑包壳材料的

疲劳性能，防止疲劳失效。为了更准确地拟合和预测锆合金的疲劳性能，以 2 种不同热处理状态锆

合金疲劳试验数据为数据基础，采用概率权重矩方法得到三参数威布尔分布模型拟合得到可靠度−
应力−寿命（R-S-N）曲线，并与基于传统 Basquin 模型的 R-S-N 曲线拟合结果进行对比验证，发现基

于三参数威布尔分布的 R-S-N 曲线具备更高的拟合准确度，显著优于传统方法拟合结果，对锆合金

疲劳性能分析与预测具有良好的适用性。
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Abstract: During the operation of nuclear reactors, zirconium alloy claddings are subjected to significant cyclic 

stresses, necessitating an accurate evaluation of their fatigue properties essential for preventing structural failure. 

This study proposes a high-accuracy prediction method for the fatigue life of zirconium alloys by employing 

fatigue test data from alloys subjected to two distinct heat-treatment conditions. A three-parameter Weibull 

distribution model was established using the probabilistic weighted moments method to construct reliability-stress-

number (R-S-N) cycles curves. These curves were rigorously compared and validated against those obtained from 
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the traditional Basquin model. The findings indicate that the R-S-N curves derived from the three-parameter 

Weibull distribution demonstrate superior fitting accuracy and significantly outperform the conventional model. 

This advanced modeling approach provides a reliable and effective means for predicting the fatigue behavior of 

zirconium alloys, offering significant implications for the structural design and safety assessment of nuclear 

reactors.

Keywords: zirconium alloy; S-N curves; Weibull distribution; fatigue performance; lifespan evaluation

锆合金具有良好的中子经济性，且易于冷加工，在反应堆内严苛服役环境中表现出可靠的耐腐蚀性能、

蠕变性能和力学性能，并且对核燃料具有良好的相容性，是目前国际上唯一大规模商用的压水堆燃料组件包

壳材料 [1⁃4]。核反应堆运行时，锆合金包壳内外分别是超过 300 ℃的核燃料裂变释放能量形成的高温及冷却

剂相对低温环境，在燃耗持续加深的过程中，包壳内部裂变气体释放使内压增大，核电厂频率调控等操作带

来的芯块燃烧特性变化使包壳内部气压产生波动，同时包壳外部还会受到高温高速冷却剂流的冲刷等作

用 [5⁃7]。基于以上多因素共同作用，锆合金包壳需承受一定的循环载荷，锆合金包壳设计必须考虑包壳的疲劳

性能，并留有足够的疲劳寿命，建立锆合金材料疲劳性能预测模型非常必要。

材料的疲劳应力−寿命（S-N）曲线是反映疲劳特性最基本和直观的曲线，也是在疲劳设计研究、材料性能

研究及构件疲劳失效分析时的基本依据 [8⁃11]。传统上，拟合疲劳 S-N 曲线通常采用 Basquin 模型，一般假定其

服从正态分布或对数正态分布，但基于这 2 种分布的曲线拟合方法，针对不同数据样本的拟合度并不稳定，

且当修正参数较多时迭代复杂。此外，在疲劳曲线模型构建中，数据样本量通常不会很大，导致疲劳曲线模

型拟合存在较大的随机性和分散性。为了反映客观事物的必然性规律，就必须正确去处理这些数据，即利用

更高准确度的统计分析方法来处理数据。威布尔分布（Weibull distribution）是当前在船舶、机械等领域可靠

性工程中被越来越多使用的一种寿命分布，其最大的优点就是非常适合于小样本抽样，而且对各种类型的试

验数据适应能力比较强 [12⁃17]。基于此，以国产 Zr-4 牌号 2 种不同热处理状态锆合金的疲劳试验数据为数据基

础，将威布尔分布引入锆合金疲劳寿命分析领域，建立三参数威布尔分布方法可靠度−应力−寿命（R-S-N）曲

线模型，同时通过适当方法拟合不同可靠度下传统对数正态分布的 Basquin 方法 S-N 曲线模型，并将 2 种模型

进行对比，以验证评估基于三参数威布尔模型对国产锆合金疲劳性能预测准确度及适用性。

1　R-S-N曲线模型拟合方法

1.1　基于概率权重矩的三参数威布尔分布方法 R-S-N曲线模型

威布尔分布可分为两参数分布和三参数分布。两参数威布尔分布凭借其参数估计简单和适应性较强的

特点在失效分析中占据重要的地位。然而，大量的工程实践证明，许多对象在投入使用后一段时间内不会发

生任何失效，此时，如果仍然采用两参数威布尔分布模型拟合就可能会给可靠性分析带来较大的误差，而三

参数威布尔分布尤其适用于这种情况，能够提供更精确的分析结果 [18]。

设 X 分布服从三参数威布尔分布，即 X ~ W ( λ, β, δ)，则 X 的密度函数和累积分布函数为

f ( x) =
β
λ ( )x − δ

λ

β − 1

exp 
é

ë

ê
êê
ê − ( x − δ

λ ) βùûúúúú，x ≥ δ， （1）

F（x）= 1 − exp
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú− ( x − δ

λ ) β ，x ≥ δ， （2）

式中：λ为尺度参数；δ为位置参数；β为形状参数；且 δ≥0，λ>0，β>0。尺度参数反映随机变量的分散性，位置参

数反映随机变量最小值，形状参数控制密度曲线的形状。此时，F（x）也可视作失效的累积分布。

此后，引入疲劳寿命 N 和应力水平 S 并进行与传统 Basquin 模型相同的对数处理，同时加入修正参数 B、

C，则样本函数 x为

x = ( ln N − B) ( ln S − C )，x ≥ δ。 （3）
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将式（3）代入式（2），同时引入可靠度 R（N，S），得到基于三参数威布尔模型的 R-S-N 曲线为

R (N，S ) = 1 − F（x）= exp
ì
í
î

ïï
ïï

− é
ë
êêêê
( )ln N − B ( )ln S − C − δ

λ
ù
û
úúúú
βü
ý
þ

ïïïï
ïï
，( ln N − B) ( ln S − C ) ≥ δ， （4）

式中：R（N，S）为可靠度。

通常，三参数威布尔分布的参数估计方法有极大似然法等 [19⁃20]，这里采用概率矩权重法，因其对小样本有

非常良好的无偏性和很小的误差，且通过 Matlab 等程序可在计算资源接受的范围内高效求解，从而获得更精

确的参数估计值 [15,18,21⁃22]。

对于已知随机变量 X 和概率分布函数 F（x），概率权重矩定义为

M i，j，k =∫
0

1

[ x ] i∙F j∙(1 − F ) k
dF， （5）

式中：F≡F（x），即 X 的累积分布函数；x≡x（F），即 X 的逆累积分布函数；i、j 和 k 为任意实数。为了避免样本值

的高次乘方数造成较大的抽样误差，通常取 i=1。此时，若 j取非负整数，取 k=0，可表示为

M 1，j，0 =∫
0

1

x∙F j dF， （6）

式中：M 1,j,0 又被称为 j阶不及概率权重矩。

根据三参数威布尔分布的累积分布函数，可得逆累积分布函数 x ( F )为
x (F ) = δ + λ [ − ln (1 − F ) ] 1 β

， （7）

则三参数威布尔分布的 j阶不及概率权重矩为

M 1，j，0 =
δ

j + 1
+ λ∙∑

j = 0

j ( )− 1
j

( )j + 1
1 + 1 β

∙Γ ( )1 +
1
β

，j=0，1，2，…， （8）

式中：Γ 为伽马函数，可表示为

Γ ( z) =∫
0

∞

t z − 1 e− t dt，z＞0。 （9）

代入 j = 0, 1, 2，且考虑 M 1,0,0 为三参数威布尔分布的均值，可得

M 1，0，0 = δ + λ∙Γ (1 +
1
β ) = μ， （10）

M 1，1，0 =
δ
2

+ (1 − 1

21 + 1 β ) λ∙Γ (1 +
1
β )， （11）

M 1，2，0 =
δ
3

+ (1 − 1

21 + 1 β
+

1

31 + 1 β ) λ∙Γ (1 +
1
β )。 （12）

接着，只需要联立式（10）~（12），代入 M 1,0,0、M 1,1,0 和 M 1,2,0，即可求得 3 个参数。

此外，Castillo 等 [23]给出了另一种基于概率权重矩的快速求解计算参数的方法：

β = (7.859c + 2.9554c2) − 1
， （13）

c =
2M 1，1，0 − M 1，0，0

3M 1，2，0 − M 1，0，0

− ln 2
ln 3

， （14）

λ =
2M 1，1，0 − M 1，0，0

( )1 − 2− 1 β ∙Γ ( )1 +
1
β

， （15）

δ = M 1，0，0 − λ∙Γ (1 +
1
β )。 （16）

在下文中，将联立式（10）~（12）求解方法称为方法 1，将 Castillo 等的方法称为方法 2。

对于修正参数 B 和 C 的估计值，考虑疲劳寿命 N 和应力水平 S 服从三参数威布尔分布，根据样本函数定

义，E ( N|S )可以写为
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E [ ln N|( ln S − C ) ]= B +
μ

ln S − C
， （17）

式中：μ为样本均值。

因此，可设置目标函数进行非线性约束线性规划拟合未知参数，定义

L =∑
i = 1

n ( )ln Ni − B − μ
ln Si − C

2

， （18）

当 L 取最小值时，可得到精确的 B、C 和 μ估计值，计算可采用 Matlab 中的 fmincon 函数实现。使用 fmincon 函

数时，需要输入 B、C 和 μ的初值，初值的选取可以代入 3 组不同应力水平，按式（19）形成方程组求解获得，以

解决参数拟合时的收敛性问题。

1
n∑i = 1

n

ln Ni，j = B +
μ

ln Si − C
， （19）

式中：Si 和 Ni,j 分别为第 i个应力水平和该水平下第 j个平行样的疲劳寿命循环次数。

对于 M 1，0，0、M 1，1，0 和 M 1，2，0 的估计值 M̂ 1，0，0、M̂ 1，1，0 和 M̂ 1，2，0，将样本数据 Ni、Si 带入样本函数式（3），且从小到

大进行排序，即 x1 ≤ x2 ≤ ⋯ ≤ xn，可得到 M 1，j，0 的估计值 M̂ 1，j，0。

M̂ 1，j，0 =
1
n∑i = 1

n ( )i − 1 ( )i − 2 ⋯ ( )i − j

( )n − 1 ( )n − 2 ⋯ ( )n − j
xi，j = 0，1，2， （20）

M̂ 1，0，0 =
1
n∑i = 1

n

xi， （21）

M̂ 1，1，0 =
1

n ( )n − 1
∑
i = 1

n

( )i − 1 xi， （22）

M̂ 1，2，0 =
1

n ( )n − 1 ( )n − 2
∑
i = 1

n

( )i − 1 ( )i − 2 xi。 （23）

1.2　基于对数正态分布的 Basquin方法 R-S-N曲线模型

目前，传统 S-N 曲线模型多采用 Basquin 模型，其形式为

SN m = C， （24）

式中：S 和 N 分别为应力水平和疲劳寿命；m 和 C 是与材料、应力比、加载方式等有关的参数。将其变换为对

数形式，即

ln S = a + b ln N， （25）

式中：a=
ln C

m
，b=− 

1
m

。此时，满足线性对数关系，根据样本数据回归并拟合参数，即可得可靠度为 50% 时的

S-N 曲线模型。

在求解可靠度为 R（N，S）时的 R-S-N 曲线模型时，通常按相同试验方法，根据要求规定应力水平和最小试

样数进行成组试验，拟合得到不同应力水平、不同可靠度下的疲劳寿命 NS，R，并按照 Basquin 模型的拟合方法

进行拟合，从而得到相应可靠度的 S-N 曲线，这里亦采用此方法进行拟合。此外，也可采用经典极大似然法

等方法，通过规定控制参量进行拟合。

通常认为，在相同试验条件下，对数正态分布可较好地描述材料的疲劳寿命，即疲劳寿命 X有 ln X~N（μ，σ 2），

则密度函数和累积分布函数为

f ( x) =
1

xσ 2π
e− ( )ln x − μ 2 ∕ 2σ 2

， （26）

F ( x) =Φ ( ln N − μ
σ )。 （27）

可靠度 R（N，S）有

1 − R (N，S ) =Φ ( ln NR − μ
σ )。 （28）

考虑到数据样本较少，直接根据数据求得 μ和 σ误差较大，以中位秩公式近似经验分布函数值为已知条
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件，通过线性回归得到该应力水平下的 μ和 σ。中位秩公式近似经验分布函数为

M (Ni) =
i − 0.3
n + 0.4

， （29）

式中：i 为各数据点到 50% 时可靠度 S-N 曲线的距离（di = a + b ln Ni − ln Si）的排序，即 d1 ≤ d2 ≤ ⋯ ≤ dn，n 为样本

数。此时，对数正态分布累积分布函数的反函数有

Φ− 1 (M (Ni) ) =
1
σ

ln Ni − μ
σ
。 （30）

从式（30）可知，Φ− 1 (M (Ni) )和 ln Ni 成线性关系，斜率 k =
1
σ
，截距 b =− μ

σ
，则可通过最小二乘法线性回归

得到斜率并最终计算出该应力水平下的 μSi，R 和 σSi，R，代入式（30）即可解得该应力水平下的 NSi，R，即

ln NSi，R = σSi，R∙Φ− 1 (1 − R (N，S ) ) + μSi，R， （31）

最后，按 Basquin 模型形式对该可靠度 R 下的 S-N 曲线进行拟合。

2　试验数据

2.1　数据来源及方法

模型评估所采用的数据为作者单位对某批次国产化 Zr-4 牌号锆合金进行力学性能测试的数据，试验材

料为工业规模生产的再结晶态（M 态）和消应力态（m 态）锆合金。试验根据国家标准《金属材料  疲劳试验  轴

向力控制方法》（GB/T 3075—2021）开展，应力比 R=0.1，试验失效方式为断裂，试验温度为 400 ℃，试验频率

76~80 Hz，加载方式为拉−拉。疲劳试样采用图 1 的板材试样进行，试样总长 133 mm，漏斗部分半径 100 mm，

最窄部分宽度 10 mm，厚度 3.9 mm。通过高周疲劳试验，M 态和 m 态锆合金分别获得了 5 个和 4 个不同应力

幅值，每个应力幅值 4 个平行样数据，用于支撑后续模型建立与分析。

2.2　试验结果

锆合金板材疲劳试验的结果如表 1 和表 2 所示。

图 1　高周疲劳试样

Fig. 1　　High cycle fatigue sample

表 1　M 态锆合金板材疲劳试验结果

Table 1　　The fatigue test results of M-state zirconium alloy sheet

最大应力 S/MPa

220

200

180

160

150

循环次数 N

196 473

286 390

981 025

3 225 958

9 664 874

127 411

264 753

835 808

4 696 840

8 853 169

210 834

180 473

698 632

4 028 641

8 212 562

157 364

395 287

531 429

3 762 317

11 024 655
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3　R-S-N曲线模型建立与分析

3.1　三参数威布尔分布方法 R-S-N曲线模型构建

根据表 1 和表 2 中的疲劳试验数据，按照上述三参数威布尔分布方法进行参数求解。分别将 M 态和 m

态样本中的 3 组不同应力水平的数据带入式（19），联立求得修正参数 B、C 和 μ的初值，再利用式（18）进行非

线性约束线性规划拟合 B、C 和 μ的精确值，如表 3 所示。

将以上结果代入式（3）并对 xi 重新排序，分别计算 M̂ 1,0,0、M̂ 1,1,0、M̂ 1,2,0，如表 4 所示。最后，通过 2 种威布尔

分布参数求解方法，最终计算得到三参数威布尔分布方法的各项参数，如表 5 所示。

将所得参数带入式（4），得到在可靠度为 R 时 2 种求解方法下的基于三参数威布尔模型的 R-S-N 曲线表

达式为

表 2　m 态锆合金板材疲劳试验结果

Table 2　　The fatigue test results of m-state zirconium alloy sheet

最大应力 S/MPa

270

250

230

210

循环次数 N

96 321

236 933

906 844

4 580 726

105 836

285 779

807 431

4 378 596

83 697

250 848

929 727

4 959 910

91 554

326 052

850 073

5 258 635

表 3　2种锆合金疲劳寿命修正参数值

Table 3　　The fatigue life correction parameters of zirconium alloys in two states

参数

B

C

μ

M 态

6.317 3

4.492 4

5.080 7

m 态

0.037 9

4.607 5

11.348 4

表 4　2种锆合金疲劳寿命数据概率权重矩估计值

Table 4　　The probabilistic weighted moments estimates of fatigue life data of zirconium alloys in two states

参数

M̂ 1,0,0

M̂ 1,1,0

M̂ 1,2,0

M 态

5.081 0

2.589 5

1.741 3

m 态

11.348 0

5.699 0

3.809 0

表 5　2种锆合金疲劳寿命三参数威布尔分布参数值

Table 5　　The three-parameter Weibull distribution parameters of fatigue life of zirconium alloys in two states

参数

β

λ

δ

M 态

方法 1

7.492 3

1.181 7

3.971 7

方法 2

2.240 1

0.415 8

4.712 7

m 态

方法 1

1.728 6

0.170 0

11.196 5

方法 2

36.040 6

2.668 7

8.720 1
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1）M 态

R (N，S )
方法1

= exp
ì
í
î

ïï
ïï

− é
ë
êêêê
( )ln Ni − 6.317 3 ( )ln Si − 4.492 4 − 3.971 7

1.181 7
ù
û
úúúú

7.492 3ü
ý
þ

ïïïï
ïï
， （32）

R (N，S )
方法2

= exp
ì
í
î

ïï
ïï

− é
ë
êêêê
( )ln Ni − 6.317 3 ( )ln Si − 4.492 4 − 4.712 7

0.415 8
ù
û
úúúú

2.240 1ü
ý
þ

ïïïï
ïï
。 （33）

2）m 态

R (N，S )
方法1

= exp
ì
í
î

ïï
ïï

− é
ë
êêêê
( )ln Ni − 0.037 9 ( )ln Si − 4.607 5 − 11.196 5

0.170 0
ù
û
úúúú

1.728 6ü
ý
þ

ïïïï
ïï
， （34）

R (N，S )
方法2

= exp
ì
í
î

ïï
ïï

− é
ë
êêêê
( )ln Ni − 0.037 9 ( )ln Si − 4.607 5 − 8.720 1

2.668 7
ù
û
úúúú

36.040 6ü
ý
þ

ïïïï
ïï
。 （35）

绘制可靠度在 5%、50% 和 95% 的国产锆合金三参数威布尔分布 R-S-N 曲线，如图 2 所示。从图 2 中可以

看出，试验数据大部分都集中在可靠度 5% 和 95% 的曲线中间，说明三参数威布尔模型对 M 态和 m 态国产锆

合金疲劳寿命的预测情况较为准确。此外，2 种方法下得到的三参数威布尔分布的国产锆合金 R-S-N 曲线十

分相近，说明三参数威布尔分布的参数存在多个通解。

3.2　Basquin方法 R-S-N曲线模型构建

根据表 1 和表 2 中的疲劳试验数据，首先，拟合得到可靠度为 50% 时基于 Basquin 方法拟合的 M 态和 m

态国产锆合金 S-N 曲线模型，得

ln S = 6.422 2 − 0.088 6 ln N，（M态）， （36）

图 2　5%、50% 和 95% 可靠度下基于三参数威布尔分布方法的 M 态和 m 态国产锆合金 R-S-N曲线

Fig. 2　　The R-S-N curves of domestic zirconium alloys in M and m states based on the three-parameter 

Weibull distribution method with 5%, 50% and 95% reliabilities
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ln S = 6.322 7 − 0.063 8 ln N，（m态）。 （37）

然后，根据式（28）～（31）拟合不同可靠度下的疲劳寿命，如表 6 和表 7 所示。

最后，拟合可靠度为 5%、95% 时基于 Basquin 方法的 S-N 曲线表达式，并绘制曲线图，如图 3 所示。

1）M 态

可靠度 5%：ln S = 6.511 3 − 0.091 1 ln N， （38）

可靠度 95%：ln S = 6.331 6 − 0.085 5 ln N。 （39）

2）m 态

可靠度 5%：ln S = 6.340 5 − 0.064 1 ln N， （40）

可靠度 95%：ln S = 6.310 0 − 0.064 0 ln N。 （41）

表 6　M 态锆合金疲劳寿命在不同可靠度下估计值

Table 6　　The fatigue life estimates of M-state zirconium alloys with different reliabilities

最大应力 S/MPa

150

160

180

200

220

疲劳寿命/次

可靠度 5%

13 838 139

6 332 914

2 344 578

587 583

203 303

可靠度 95%

5 077 624

2 488 875

573 226

171 286

60 145

表 7　m 态锆合金疲劳寿命在不同可靠度下估计值

Table 7　　The fatigue life estimates of m-state zirconium alloys with different reliabilities

最大应力 S/MPa

210

230

250

270

疲劳寿命/次

可靠度 5%

5 573 533

1 171 635

367 054

106 785

可靠度 95%

3 530 079

815 166

211 207

71 195

图 3　5%、50% 和 95% 可靠度下基于 Basquin方法的 M 态和 m 态国产锆合金 S-N曲线

Fig. 3　　The S-N curves of domestic zirconium alloys in M and m states based on the Basquin method with 5%,

50% and 95% reliabilities
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3.3　2种方法 R-S-N曲线模型对比

拟合优度常用决定系数 R2 来表征，R2 越接近 1，说明模型的理论值与实际值的误差越小，曲线拟合效果

越好。R2 的计算公式为

R2 = 1 −∑i = 1

n

( )yi − ŷ i

2

∑
i = 1

n

( )yi − ȳ
2
， （42）

式中：n 为评价样本数据的总个数；i 为第 i 个样本；yi 为实际值；ŷ i 为拟合值；ȳ 为平均值；∑
i = 1

n

( )yi − ŷ i

2

称为残差

平方和；∑
i = 1

n

( )yi − ȳ
2

称为总体平方和。

对于模型显著性水平的度量，常用到 F 值，F 值越大，模型整体显著性水平越高，说明样本能够代表总体

的真实性越高。F 值的计算公式为

F =
∑
i = 1

n

( )ŷ i − ȳ
2

∑
i = 1

n

( )yi − ŷ i

2
， （43）

式中：∑
i = 1

n

( )ŷ i − ȳ
2

称为回归平方和。

根据 3.1 节和 3.2 节模型拟合结果，求出 2 种模型下对应试验数据的理论预测数据，并将其带入式（42）和

式（43），求出 2 种模型的 R2 值和 F 值，结果整理得到表 8。为了更加直观地展示对比，将 50% 可靠度下

Basquin 方法拟合曲线和三参数威布尔方法拟合曲线绘制在同一张图上对比，如图 4 所示。从表 8 和图 4 可以

看出，基于三参数威布尔方法的 S-N 曲线，不仅在决定系数 R2 和显著性水平 F 值上更好，而且从图 4 中直观显

示更符合试验数据点的分布情况，具备更高的拟合准确度。

表 8　表征 2种模型拟合优度的相关参数

Table 8　　The goodness of fit of the two models characterized by the relevant parameters

参数

R2

F

M 态

方法

Basquin

0.955 9

17.025 3

三参数威布尔

方法 1

0.962 0

30.498 4

三参数威布尔

方法 2

0.970 3

34.553 4

m 态

方法

Basquin

0.975 2

31.697 5

三参数威布尔

方法 1

0.991 3

109.416 7

三参数威布尔

方法 2

0.991 5

120.224 1

图 4　2种方法在可靠度 50% 下 S-N曲线拟合对比

Fig. 4　　The comparison of S-N curve fitting between the two methods with 50% reliability
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4　结  论

基于锆合金疲劳性能服役特点，利用国产 Zr-4 牌号 2 种不同热处理状态锆合金的疲劳试验数据为数据

基础，成功基于概率权重矩法构建了三参数威布尔分布锆合金疲劳性能可靠度−应力−寿命（R-S-N）曲线，扩

展了不同可靠度下传统 Basquin 幂函数模型构建方法，并对 2 种模型进行对比分析，结果如下：

1）基于概率权重矩构建的三参数威布尔分布疲劳预测模型，其预测准确度显著高于传统 Basquin 模型，

对锆合金疲劳性能分析与预测具有良好的适用性。

2）采用基于概率权重矩估计值及经验公式方法拟合的三参数威布尔分布模型，具有相当的拟合准确度，

不同的参数值差异显示三参数威布尔分布具有多个通解。

3）基于概率权重矩法构建三参数威布尔分布锆合金疲劳寿命预测模型，数据样本需求量小，拟合准确度

高，借助 Matlab 等工具可实现高效拟合，具有极大应用价值。
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