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摘要:在国家“金课”建设的背景下,探究式教学既要强调“教”与“学”的统一,又要重视“教”与

“研”的融合,现已成为高等教育教学改革的关注热点。 在力学课程中融入探究式教学,能够更好地激发

学生的学习热情和创新精神,加深对所学知识的理解和掌握,同时更加关注力学知识的工程应用。 弹性

力学是工科本科生中难度较高的课程之一,其本质是在给定的边界条件下求解基本方程,即偏微分方程

组的边值问题,而弹性力学求解的难点在于难以满足边界条件。 为此,在弹性力学课程的教学实践中,
以圣维南原理及其应用这一基本教学内容为例,开展了探究式案例教学的设计与实践。 通过对基本教

学内容中的基本概念、基本问题和基本方法的深入阐述和延拓,并结合典型工程实例,探讨了在不同的

局部边界上如何有效理解和灵活应用圣维南原理。 教学实践的效果表明,在力学课程中开展探究性案

例教学,使学生更加深刻地领悟力学原理的实质及其应用的灵活性,进而感受力学之美。
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探究式教学是在教学过程中创设一种类似科学研究的情境,以课堂作为教师和学生沟通的主

渠道,让学生在学习过程中独立自主地探究学科知识,从而理解、质疑、反思、批判、发展并创造学科

知识,并从中发展与培养个性、思想、人格及社会责任感,全方位提高自身素质[1] 。 可见,探究式教

学与传统教学模式存在显著差异。 探究式教学更加注重学术深度,探讨基本教学内容的深层次内

涵。 教学实践中,适度追求教学内容的深度,可帮助学生加深对于基本教学内容的理解,并激发学

生的专研精神和创新精神[2] 。 弹性力学是固体力学的重要分支,也是塑性力学等后继力学课程的
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重要基础,其理论被广泛应用于土木、水利、机械、航天等工程领域。 然而,弹性力学相对于材料力

学而言,其涉及的数学公式较多且复杂(多为偏微分方程),逻辑推理更为严密,计算工作量大,具有

较强的理论性和抽象性,学生学习难度较大[3] 。 因此,在弹性力学教学过程中,应突出弹性力学的

基本理论,向学生展现其丰富的内涵。 同时,开展探究式教学,需注重从力学的基本原理方面挖掘

基本教学内容的深度,引导学生从更深的层次上分析和理解这些内容。 此外,教学中注重从工程案

例中引入力学概念,并强调其物理意义和数学逻辑关系,强化研究方法和解题思路。 使学生在理解

基本教学内容的同时,能创造性地应用这些概念、原理以及公式去分析解决复杂的工程实际问题。
圣维南原理(Saint

 

Venant’s
 

Principle)在弹性力学中具有重要的理论与实际意义。 弹性力学求

解问题实质是偏微分方程组的边值问题。 其中,偏微分方程组是弹性力学的共性问题;边界条件是

弹性力学的个性问题。 应力、位移等未知函数必须满足所有偏微分方程组和全部边界条件。 其求

解的困难主要在于难以满足边界条件。 一方面,虽然大部分边界条件能精确满足,但在部分局部边

界上的边界条件却较难精确满足;另一方面,工程中往往只知道作用于某一局部边界上的主矢量和

主矩,而不清楚其面力的具体分布形式,因而无法精确地表达局部边界上的边界条件。 而圣维南原

理为简化局部边界上的应力边界条件提供了便利[4] 。 本文基于探究式教学的内涵与理念,在弹性

力学课程教学过程中,以圣维南原理及其应用这一基本教学内容为例,通过对基本教学内容的深入

阐述与延拓,开展了探究式案例教学的设计与实践。

一、基本教学内容

在工科专业的弹性力学课程教学中,圣维南原理及其应用的基本教学内容主要包括基本概念、
基本问题和基本方法。 通常,以钳子夹铁丝这一常见的生活实例为引子,如图 1 所示,铁丝在 A 处

被钳子夹紧,相当于在该处施加了一对平衡力系,无论作用力的大小,在所夹部位 A 处以外的其他

部位几乎没有应力产生,甚至铁丝被钳子夹断后,A 处以外的其他部位几乎不受影响。 这个例子生

动地说明了圣维南原理的真实性。

图 1　 钳子夹铁丝

(一)基本概念

圣维南原理源于法国著名科学家圣维南。 圣维南在 1855 年发现了一个现象:若将作用于物体

局部边界上的面力,用另一组与它静力等效的力系来代替,则在力系作用区域近处的应力将有显著

的改变,但在远处几乎不受影响。 这就是局部效应原理,也称为圣维南原理。 实际上,对于圣维南

原理,关键在于如何理解局部边界(小边界或次要边界)、静力等效、近处以及远处等概念。
正如钳子夹铁丝的例子,在钳子夹铁丝的 A 处,相当于在该处施加了一对平衡力系。 由此可引

出圣维南原理的另一种表述:如果物体一小部分边界上的面力是一个平衡力系,那么,这个面力仅

仅使近处产生显著的应力,而远处的应力可以忽略不计。 在这一表述中,重点需要理解静力平衡的

概念。 在实际教学中,一般通过几个具体的例子,来进一步阐述圣维南原理的基本概念。
例 1,如图 2 中 3 个几何形状、尺寸及材料完全相同的细长悬臂柱,在悬臂端受不同分布的压力作用。
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虽然 3 个受压的细长悬臂柱的端部所受力系不同,但它们主矢量均为 F,对悬臂端中点的主矩为 0 的静力

等效力系。 同时,由于悬臂端是一个小边界,根据圣维南原理,悬臂端附近区域的应力显著不同,即 σ(1)
ij

≠ σ(2)
ij ≠ σ(3)

ij ,而其他绝大部分区域的应力几乎相同,即 σ(4)
ij ≈σ(5)

ij ≈ σ(6)
ij 。

图 2　 圣维南原理的基本概念:例 1

例 2,如图 3 中两个带小圆孔的无限平面域。 右边图在小圆孔周边作用有均布压力,但由于它

是一个平衡力系,即主矢量和主矩都等于 0 的面力,因此,小圆孔附近区域会产生显著的应力,而其

他绝大部分区域,将与左边图(小圆孔周边没有任何面力作用) 的应力状态相似,接近于无应力

状态。

图 3　 圣维南原理的基本概念:例 2

从上述两个例子可知,静力等效和静力平衡这两个概念较重要。 不仅要明确两者之间的区别

与联系,还要清楚如何由这两个概念得到应用圣维南原理解决工程问题的两种基本方法,即静力等

效法和静力平衡法。
(二)

 

基本问题

在圣维南原理及其应用的基本问题中,通常以图 4 所示的等截面矩形梁为例。 其中,梁的厚度

为 1,在局部边界上受主矢量和主矩(这里可以理解为广义面力,区别于分布面力)的作用,思考如何

应用圣维南原理建立局部边界的应力边界条件。

图 4　 基本问题

对于基本问题,可以通过两种基本方法来建立应力边界条件,第一种是在局部边界上,首先用

假想的分布面力的主矢量和主矩与已知的主矢量和主矩进行静力等效,再利用应力边界条件公式,
建立积分的应力边界条件;另一种是在局部边界附近取一微小的脱离体,考虑脱离体的静力平衡条

件,进而建立积分的应力边界条件。 第一种方法为静力等效法,第二种方法为静力平衡法。 教学实
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践中,基本教学内容中一般仅介绍静力等效法,而将静力平衡法放在具体弹性力学问题的求解中直

接应用。 这样安排教学内容,不利于学生深刻理解静力等效法与静力平衡法之间的联系与区别,也
不利于学生在解决具体问题时思考如何更好地选择求解方法。 为此,在实际教学中,将两种方法同

时介绍,以展现两种方法的异同点,以便帮助学生灵活应用圣维南原理来建立局部边界的应力边界

条件。
事实上,在教学过程中,对于基本问题,只考虑局部边界为坐标面的情况,没有考虑一般的边界

面,如斜面或曲面的情况。 同时,x 坐标轴一般取为梁的轴线,那么,坐标轴不在梁的轴线上应如何

建立应力边界条件。 上述情况需进行系统阐述。
(三)

 

基本方法

1. 静力等效法

首先分析静力等效法。 假设在局部边界 x= 0 上作用有分布的面力分量 f
-

x(y) 和 f
-

y(y) ,如图 5
所示。 考虑假想的分布面力的主矢量及主矩与已知的主矢量及主矩(广义面力)是静力等效的。 于

是,得到图 5 与图 4 在局部边界 x = 0 上的静力等效条件,见式(1)。

图 5　 静力等效法

F(5)
x = F(4)

x ,∫h / 2

-h / 2
 f
-

xdy = FN

F(5)
y = F(4)

y ,∫h / 2

-h / 2
 f
-

ydy = FS

M(5)
O = M(4)

O ,∫h / 2

-h / 2
 f
-

xydy = M

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

 

(1)

利用精确的应力边界条件公式,并考虑局部边界 x = 0 是一个坐标面,其方向余弦为 { - 1,0},
容易得到假想的面力分量与应力分量的边界值之间的关系,即式(2)。

f
-

x = l(σx) x = 0 + m(τxy) x = 0
=- (σx) x = 0

f
-

y = l(τxy) x = 0
+ m(σy) x = 0

=- (τxy) x = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï

   

(2)

再将关系式(2)代入静力等效条件式(1)中,即可得到积分的应力边界条件式(3)。

∫h / 2

-h / 2(σx) x = 0dy = - FN

∫h / 2

-h / 2(τxy) x = 0dy = - FS

∫h / 2

-h / 2(σx) x = 0ydy = - M

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(3)

事实上,积分的应力边界条件就是应力分量边界值的主矢量及主矩与已知的主矢量及主矩之

间的静力等效。 因此,对于局部边界为坐标面时,也可以直接用应力分量边界值的主矢量及主矩与
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原问题中的主矢量及主矩进行静力等效,即可得到积分的应力边界条件。 可见,对于坐标面边界,
直接用应力进行静力等效比面力等效更为简洁方便;但对于一般的局部边界,如斜面、曲面等,则需

要用面力进行静力等效。
2. 静力平衡法

对于静力平衡法,首先在局部边界附近取一微小的脱离体,并暴露出应力分量,如图 6 所示。

图 6　 静力平衡法

根据静力平衡条件,得到图 6 所示脱离体的静力平衡条件:

Fx = 0,FN + ∫h / 2

-h / 2(σx) x = dxdy = 0

Fy = 0,FS + ∫h / 2

-h / 2(τxy) x = dxdy = 0

MO = 0,M - ∫h / 2

-h / 2(τxy) x = dxdydx + ∫h / 2

-h / 2(σx) x = dxydy = 0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

 

(4)

最后,令 dx → 0,即可得到局部边界 x = 0 的应力边界条件式(3)。 通过比较式(1)与式(4),可
看到静力等效与静力平衡的联系与区别。

在弹性力学的教学实践中,圣维南原理及其应用的基本方法主要包括以图 5 为主的静力等效

法和以图 6 为主的静力平衡法。 教科书中也采用了静力平衡法来处理楔形体在尖劈顶端受集中力

或力偶作用的问题。 为了帮助学生深刻理解圣维南原理的实质,以及掌握在不同局部边界上如何

灵活应用圣维南原理,可以对基本问题和基本方法进行延拓,以便更好地理解圣维南原理的内涵,
并应用圣维南原理来解决实际工程问题。

二、基本问题的延拓

图 4 中,当坐标轴 x 平移至梁的上、下边界时,如图 7( a)和 7( b)所示,则需要考虑如何建立局

部边界的应力边界条件。

图 7　 基本问题的延拓

主矢量的静力等效条件(即沿两坐标轴投影的静力等效条件)没有实质性的变化,只需将积分

的上下限作相应的改变,而主矩的静力等效条件则需要重新建立。 图 7( a)的应力边界条件为式

(5),图 7(b)的应力边界条件则式(6)
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∫h

0
(σx) x = 0dy1 =- FN

∫h

0
(τxy) x = 0dy1 =- FS

∫h

0
(σx) x = 0y1dy1 =- M - FNh / 2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(5)

∫0

-h
(σx) x = 0dy2 =- FN

∫0

-h
(τxy) x = 0dy2 =- FS

∫0

-h
(σx) x = 0y2dy2 =- M + FNh / 2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

    

(6)

显然,式(5)和式(6)中的第三式均以坐标原点 O 来建立主矩的静力等效条件。 事实上,只要

等式两边都以同一点来建立主矩的静力等效条件即可。 此外,若以静力平衡条件来建立上述应力

边界条件,也较容易得到相同的结果。
对于基本问题的延拓,还可以直接从基本问题的积分应力边界条件式(3)中,分别利用坐标变

换 y = y1 - h / 2 和 y = y2 + h / 2,即可得到式(5)和式(6)。
从基本问题的延拓中可以看到,图 7 中,虽然局部边界也为坐标面,但坐标轴的位置发生了改

变。 在实际操作时,学生需要根据变化后的坐标轴应用静力等效条件或静力平衡条件或坐标变换

来得到积分的应力边界条件,这对于深刻理解“静力等效” “静力平衡”以及“坐标变换”等概念较

有利。

三、基本方法的延拓

(一)静力等效法的延拓

图 8(a)所示有斜边的矩形悬臂梁厚度为 1,在斜边的中心作用有切向力 F 和力矩 M。 应用圣

维南原理建立斜边 AB 的应力边界条件。

图 8　 静力等效法的延拓

显然,案例中的局部边界面是斜面(不是坐标面),应力分量的边界值不能直接给出,因此直接

用应力等效较为不便。 为此,需要按照面力等效的步骤来建立积分的应力边界条件。
首先,列出局部边界 AB 的外法线方向余弦 l = cosα , m = sinα ,并给出边界面的数学表达式。

然后,列出局部边界 AB 上的应力,用假想的面力分量来表示的静力等效条件。 应用圣维南原理,在
局部边界 AB 上,图 8(b)与图 8(a)的静力等效条件为:
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∫B

A
f
-

xds = - Fsinα

∫B

A
f
-

yds = Fcosα

∫B

A
( f

-

xy + f
-

yytanα)ds = M

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(7)

再利用精确的应力边界条件公式:

f
-

x = cosα(σx) s + sinα(τxy) s

f
-

y = cosα(τxy) s + sinα(σy) s

ì

î

í

ïï

ïï

(8)

其中,斜边界 s 可表示为 x = L - (y - h / 2)tanα 。
将式(8)代入式(7)中,同时,注意到弧微分与坐标微分的变换关系 ds = dy / cosα ,即可得局部

边界 AB 的积分应力边界条件:

∫h / 2

-h / 2 (σx) x = L-(y-h / 2)tanα + tanα(τxy) x = L-(y-h / 2)tanα[ ] dy = - Fsinα

∫h / 2

-h / 2 (τxy) x = L-(y-h / 2)tanα + tanα(σy) x = L-(y-h / 2)tanα[ ] dy = Fcosα

∫h / 2

-h / 2 (σx) x = L-(y-h / 2)tanα + 2tanα(τxy) x = L-(y-h / 2)tanα +[ tan2α(σy) x = L-(y-h / 2)tanα ] ydy = M

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(9)

事实上,对于一般的局部边界,如斜面、曲面等,应用面力的静力等效法来建立其应力边界条件

较方便。
(二)静力平衡法的延拓

图 9(a)中三角形悬臂梁厚度为 1,在顶端 O 处受单位厚度的集中力偶 M 作用,应用圣维南原理

建立其应力边界条件。

图 9　 静力平衡法的延拓

对于图 9( a) 所示的特殊局部边界问题,采用静力平衡法较方便。 在一般弹性力学教科书

中[5,
 

6] ,大多以坐标原点 O 为中心,取任意半径 ρ0 的脱离体,如图 9(b)所示。 考虑脱离体的静力平

衡条件,得到式(10)。

Fx = 0:∫β

-α
(σρ) ρ = ρ0

cosφρ0dφ -∫β

-α
(τρφ) ρ = ρ0

sinφρ0dφ = 0

Fy = 0:∫β

-α
(σρ) ρ = ρ0

sinφρ0dφ +∫β

-α
(τρφ) ρ = ρ0

cosφρ0dφ = 0

MO = 0:M +∫β

-α
(τρφ) ρ = ρ0

ρ0dφ·ρ0 = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

 

(10)
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事实上,对于这一特殊的局部边界(局部边界为顶端 O 处的一点),可以转化为常规的局部边界

CD(即 ρ = ρ0 边界),如图 9(c)所示。 只要脱离体 II 取得微小(即 ρ0 较小),根据静力等效条件,弹性

体 III 与弹性体 I 等价,从而弹性体 III 具有了常规的局部边界 CD(即 ρ = ρ0 边界),其应力边界条件

即为式(10)。 因此,弹性体 III 的解答与原问题(弹性体 I)的解答相同,根据这一思想,对于变截面

矩形悬臂梁则可利用三角形悬臂梁的解答来求解[7,
 

8] 。

对于图 9(a)所示的弹性力学问题,当 ρ→0 时,其解答出现奇异解,说明在三角形顶端附近处的

解答不适用。 因此,在满足静力平衡条件时,可将三角形顶端附近的小部分弹性体作“减”处理,而
不会对远离三角形顶端弹性体的解答产生影响。

四、基本概念的延拓

(一)工程应用中的注意事项

在工程实际中,圣维南原理并不能适用所有的情况,如图 10 所示的工字钢受扭矩作用。 对于作

用在翼缘上的一对力偶,该力偶虽然是一对平衡力系,但距离该力偶较远处的部位依然存在显著的

应力。 因此,对于壳体、梁和桁架之类的薄壁结构,不能简单按处理“结实”物体的方式来应用圣维

南原理。 因为薄壁结构内的载荷路径较少,所以扰动传播的距离较远。

图 10　 工字钢受扭矩作用

这个例子表明,当荷载作用区域大于物体受力处截面组成部分的最小尺寸时,圣维南原理无

效。 如果双力偶同时作用在腹板上,且双力偶的力臂小于腹板厚度,圣维南原理仍然有效。 因此,
在应用圣维南原理时应当具体问题具体分析。

(二)对位移边界条件的启发

尽管圣维南原理主要针对应力边界条件,事实上,其基本思想对于局部边界上的位移边界条件

也有重要的借鉴意义,例如图 11 中悬臂梁固定端位移边界条件的近似表达。 固定端精确的位移边

界条件可由函数方程式(11)表达。

图 11　 位移边界条件

u(x,y) x = L = u(L,y) = 0

v(x,y) x = L = v(L,y) = 0{ (11)

该方程在实际工程中往往不易满足。 此时,需要用近似的位移边界条件来替代,即式(12)。
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u(x,y) x = L,y = 0 = 0

v(x,y) x = L,y = 0 = 0

∂v
∂x x = L,y = 0

= 0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(12)

显然,近似的位移边界条件是代数方程,可简化问题的求解。
可见,近似的位移边界条件与积分的应力边界条件,或者与近似的应力边界条件具有异曲同工

的效果,这是圣维南原理基本思想的具体体现。 最后,总结归纳应力边界条件和位移边界条件,见
表 1。

表 1　 精确的边界条件与近似的边界条件对比

性质 方程个数 方程性质 精确性 适用边界

精确的应力(位移)边界条件 2 函数方程(难满足) 精确、严格 大、小边界

近似的应力(位移)边界条件 3 代数方程(易满足) 近似、放松 小边界

五、结语

开展探究式教学是提高高等学校教育教学质量的途径之一。 探究式教学重在鼓励学生“在学

习中研究,在研究中学习”,鼓励学生不要仅仅满足于教材中的基本教学内容和知识,要研究和挖掘

基本教学内容的深度。 通过在教学过程中给学生提供基于课程教学内容而又略高于课程教学内容

的问题,这些问题可以是基于教学内容的延伸和扩展,也可以是与工程实际有关的问题,还可以是

力学建模问题,激励学生敢于质疑、善于专研、勤于思考的品质,使学生初步具备研究能力和一定的

科学素养。
弹性力学是固体力学的分支,主要研究弹性体在外力、位移约束或温度变化等外界因素下所产

生的应力、应变和位移,从而解决各类工程中的强度、刚度和稳定问题。 在弹性力学课程教学中,以
圣维南原理及其应用这一基本教学内容为例,深入开展了探究式案例教学的设计与实践。 在基本

教学内容的基础上,通过对圣维南原理的基本概念,以及圣维南原理应用的基本问题和基本方法进

行深入阐述与延拓,并进一步结合工程实践,探讨了在不同的局部边界上如何有效理解和灵活应用

圣维南原理。 教学实践表明,探究式教学有助于学生更加深刻地领悟力学原理的实质及实践应用,
能够极大地提高学生的学习兴趣和钻研精神。 学生的学习效果和学习成绩显著提高,探究式教学

值得在教学中推广应用。
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Abstract 

 

Under
 

the
 

background
 

of
 

national
 

golden
 

course 
 

construction 
 

research-oriented
 

teaching
 

not
 

only
 

emphasizes
 

the
 

unity
 

of
 

 teaching 
 

and
 

 learning  
 

but
 

also
 

attaches
 

importance
 

to
 

the
 

integration
 

of
 

teaching 
 

and
 

research  
 

which
 

has
 

become
 

the
 

focus
 

of
 

teaching
 

reform
 

in
 

higher
 

education
 

at
 

present.
 

Incorporating
 

research-oriented
 

teaching
 

into
 

mechanics
 

courses
 

can
 

better
 

stimulate
 

students 
 

learning
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and
 

innovative
 

spirit 
 

deepen
 

their
 

understanding
 

and
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knowledge 
 

and
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more
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to
 

the
 

engineering
 

application
 

of
 

mechanics
 

knowledge.
 

Elasticity
 

is
 

one
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the
 

most
 

difficult
 

courses
 

for
 

engineering
 

undergraduates.
 

Its
 

essence
 

is
 

to
 

solve
 

the
 

boundary
 

value
 

problem
 

of
 

partial
 

differential
 

equations
 

under
 

given
 

boundary
 

conditions.
 

However 
 

the
 

difficulty
 

of
 

solving
 

elastic
 

mechanics
 

is
 

that
 

it
 

is
 

greatly
 

difficult
 

to
 

satisfy
 

the
 

boundary
 

conditions.
 

Therefore 
 

in
 

the
 

teaching
 

practice
 

of
 

elastic
 

mechanics 
 

taking
 

Saint
 

Venant  s
 

principle
 

and
 

its
 

application
 

as
 

an
 

example 
 

the
 

design
 

and
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of
 

research - oriented
 

teaching
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are
 

implemented.
 

Through
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in-depth
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and
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of
 

the
 

basic
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basic
 

problems
 

and
 

basic
 

methods
 

in
 

the
 

basic
 

teaching
 

contents 
 

combined
 

with
 

typical
 

engineering
 

examples 
 

how
 

to
 

effectively
 

understand
 

and
 

flexibly
 

apply
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Venant s
 

principle
 

in
 

different
 

local
 

boundaries
 

is
 

discussed
 

in
 

this
 

study.
 

The
 

effect
 

of
 

teaching
 

practice
 

shows
 

that
 

carrying
 

out
 

research - oriented
 

teaching
 

in
 

mechanics
 

courses
 

can
 

enable
 

students
 

to
 

more
 

deeply
 

understand
 

the
 

essence
 

of
 

mechanics
 

and
 

the
 

flexibility
 

of
 

its
 

application 
 

and
 

then
 

feel
 

the
 

beauty
 

of
 

mechanics.
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